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PREFACIO

Material incluido

Este libro presenta una introduccién al dlgebra lineal y a algunas de sus aplicaciones
importantes. Estd pensado para alumnos de nivel medio y avanzado, y cubre mas
material del que se requeriria para impartir un curso semestral o trimestral. Omitiendo
algunas secciones, es posible:abarcar en un semestre o en un trimestre los elementos
esenciales del dlgebra lineal (incluyendo los valores y vectores propios), ensefiar cémo
utilizar la computadora en problemas de dlgebra lineal, y dedicar algin tiempo a varias
aplicaciones relacionadas con el tema. Si se toma en cuenta que existe gran cantidad de
aplicaciones de dlgebra lineal en disciplinas como matematicas, fisica, biologia, quimi-
ca, ingenieria, estadistica, economia, finanzas, psicologia y sociologia, no resulta exa-
gerado afirmar que esta materia es una de las que mds impacto tendrd en la vida de los
estudiantes. Por otro lado, el contenido de esta obra puede utilizarse también en un cur-
so de 4lgebra lineal con duracion de un afio, o para impartir un segundo curso del tema
con hincapié en las aplicaciones. Al final del prefacio proponemos cierto ritmo para es-
tudiar el material bésico. El nivel y el ritmo del curso se pueden modificar ficilmente,
variando el tiempo que se invierta en el material teérico y en las aplicaciones. Contar
con conocimientos de cdlculo diferencial e integral no es un requisito; sin embargo,
se incluyen varios ejemplos y ejercicios en que se utilizan ciertos aspectos basicos de
célculo, a los que afiadimos la nota “Requiere conocimientos de célculo”.

En el texto se subrayan los aspectos computacionales y geométricos de la materia,
manteniendo la abstraccion en un nivel minimo. De acuerdo con lo anterior, en ocasio-
nes omitiremos las demostraciones de algunos teoremas, dificiles o poco provechosas,
a la vez que ampliaremos su ilustracién mediante ejemplos. Las demostraciones tienen
el nivel adecuado para el estudiante. También hemos centrado nuestra atencién en las
dreas esenciales del dlgebra lineal; el libro no pretende describir la materia en forma
exhaustiva.

Novedades en la octava edicion

Nos complace mucho la amplia aceptacion que han tenido las primeras siete ediciones
de esta obra. El éxito alcanzado por el movimiento para la reforma del cdlculo realiza-
do en Estados Unidos durante los tltimos afios, dio lugar a que se hayan comenzado a
gestar ideas para mejorar la ensefianza del dlgebra lineal. El grupo de estudio del pro-
grama de algebra lineal y otros de cardcter similar han hecho varias recomendaciones
en este sentido. Al preparar esta edicion, las hemos tomado en cuenta, asi como las su-
gerencias de profesores y estudiantes. Aunque realizamos muchos cambios en esta edi-
cion, nuestro objetivo sigue siendo el mismo que en las anteriores:

desarrollar un libro de texto que ayude al maestro a enseiiar y al estu-
diante a aprender las ideas basicas del algebra lineal, asi como a com-
prender algunas de sus aplicaciones.

Para lograrlo, esta edicién incluye las caracteristicas siguientes:
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m Se agregaron estas nuevas secciones:

e Seccion 1.5, Transformaciones matriciales: introduce, desde muy temprano, algu-
nas aplicaciones geométricas.

e Seccion 2.1, Introduccion a la teoria de codigos: junto con un material de apoyo
sobre matrices binarias que se presenta a lo largo de los primeros seis capitulos,
esta nueva seccion proporciona una introduccion a los conceptos basicos de la teo-
ria de codigos.

e Seccidn 7.3, Algo mds sobre codificacion: desarrolla algunos cédigos sencillos y
sus propiedades bdsicas relacionadas con el dlgebra lineal.

m Se agregd mds material geométrico.

m También se afiadieron ejercicios nuevos a todos los niveles. Algunos de ellos corres-
ponden al tipo de respuesta abierta —lo que permite explorar con mas amplitud un
tema y realizar nuevos hallazgos—, mientras que otros son de desarrollo.

m Se agregaron mds ilustraciones.
m Se actualizaron los archivos M de MATLAB a versiones mas recientes.

m Al final de cada seccion se agregd un listado de términos clave, lo que refleja nues-
tro interés en desarrollar atin mas las habilidades de comunicacién.

m En las preguntas de falso/verdadero se pide al estudiante que justifique su respuesta,
lo que da una oportunidad adicional para exploracion y redaccion.

m Al repaso acumulativo de los primeros diez capitulos se agregaron 25 preguntas de
falso/verdadero.

m Ademas se afiadié un glosario, caracteristica totalmente nueva en esta edicion.

Ejercicios

Los ejercicios se agrupan en tres clases. Los de la primera, Ejercicios, son de rutina. En
la segunda, Ejercicios tedricos, incluimos los que cubren las lagunas de algunas demos-
traciones y amplian el material tratado en el texto. Algunos de ellos piden una solucién
oral. En esta era de la tecnologia, es particularmente importante escribir con cuidado y
precision, y estos ejercicios ayudardn al estudiante a mejorar esta habilidad, ademads de
elevar el nivel del curso y plantear retos a los alumnos mds dotados y con mds interés.
La tercera clase, Ejercicios con MATLAB (ML) consta de ejercicios preparados por Da-
vid R. Hill para resolverse con ayuda de MATLAB o de algin otro paquete de software
matematico.

Las respuestas a los ejercicios numéricos impares y los ejercicios ML aparecen al
final del libro. Al término del capitulo 10 se da un repaso acumulativo del material ba-
sico de dlgebra lineal presentado hasta alli, el cual consiste en 100 preguntas de falso/
verdadero (las respuestas se dan al final del texto).

Presentacion

La experiencia nos ha ensefiado que los conceptos abstractos deben presentarse de ma-
nera gradual y basarse en fundamentos firmes. Por lo tanto, comenzamos el estudio del
algebra lineal con el tratamiento de las matrices como simples arreglos de nimeros que
surgen de manera natural en la solucién de sistemas de ecuaciones lineales, un problema
familiar para el estudiante. En cada nueva edicion nos hemos preocupado por perfec-
cionar los aspectos pedagdgicos de la exposicion. Las ideas abstractas se han equilibrado
cuidadosamente, y acentiian los aspectos geométricos y de cdlculo de la materia.
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Temario

El capitulo 1 aborda las matrices y sus propiedades. La seccion 1.5 Transformaciones
matriciales, nueva en esta edicidn, proporciona una introduccién a este importante
tema. Este capitulo consiste en dos partes: en la primera se analizan las matrices y los
sistemas lineales; en la segunda se comentan las soluciones de sistemas lineales. El ca-
pitulo 2, cuyo estudio es opcional, estd dedicado al andlisis de aplicaciones de ecuacio-
nes lineales y matrices en dreas como la teoria de cddigos, la creacion de gréficos por
computadora, la teoria de gréficas, los circuitos eléctricos, las cadenas de Markov, los
modelos lineales en economia, y las wavelets. En la seccion 2.1, Introduccion a la teo-
ria de codigos —también nueva en esta edicion—, se desarrollan los fundamentos pa-
ra introducir un poco de material de la teoria de c6digos. Para mantener la discusién de
estos temas en un nivel elemental, ha sido necesario abundar en detalles técnicos. El ca-
pitulo 3 presenta brevemente las propiedades basicas de las determinantes. El capitulo 4
plantea el tema de los vectores en R", ademds de explicar los vectores en el plano y
ofrecer una introduccion a las transformaciones lineales. El capitulo 5, cuya lectura es
opcional, proporciona una oportunidad de explorar algunos de los muchos conceptos
geométricos relacionados con vectores en R> y R*; por conveniencia, limitamos nuestra
atencion a las dreas de producto cruz en R?, y rectas y planos.

En el capitulo 6 llegamos a un concepto mds abstracto, el de espacio vectorial. La
abstraccion en este capitulo se maneja con mds sencillez una vez que se ha cubierto el
material sobre vectores en R”. El capitulo 7 (opcional) presenta tres aplicaciones de es-
pacios vectoriales reales: la factorizacion QR, minimos cuadrados y, en la seccién 7.3,
Algo mds sobre codificacion —nueva en esta edicion—, una introduccién a algunos c6-
digos sencillos. El capitulo 8, que versa sobre valores propios (eigenvalores) y vectores
propios (eigenvectores), constituye el punto culminante del curso, y ahora se presenta
en tres secciones para facilitar la ensefianza; en este capitulo se desarrolla cuidadosa-
mente la diagonalizacién de matrices simétricas.

El capitulo 9, de estudio opcional, aborda diversas aplicaciones de valores y vecto-
res propios. Estas incluyen sucesiones de Fibonacci, ecuaciones diferenciales, sistemas
dindamicos, formas cuadréticas, secciones conicas y superficies cuddricas. El capitulo 10
cubre las transformaciones lineales y matrices. La seccién 10.4 (opcional), Introduc-
cion a fractales, analiza una aplicacién de ciertas transformaciones no lineales. El ca-
pitulo 11 (opcional) se ocupa de la programacién lineal, una importante aplicacién del
algebra lineal. La seccion 11.4 presenta las ideas basicas de la teorfa de juegos. El ca-
pitulo 12 proporciona una breve introduccion a MATLAB (abreviatura de MATRIX LA-
BORATORY), un paquete de software muy util para realizar cdlculos de dlgebra lineal
en computadora (vea la descripcién mas adelante).

El apéndice A presenta de manera breve pero completa los nimeros complejos y
su uso en algebra lineal. El apéndice B toca otros dos temas avanzados del dlgebra li-
neal: los espacios con producto interno, la composiciéon de transformaciones lineales y
las transformaciones lineales invertibles.

Aplicaciones

Casi todas las aplicaciones son completamente independientes; pueden abordarse des-
pués de terminar todo el material introductorio de dlgebra lineal en el curso, o bien
estudiarse tan pronto como se termine de desarrollar el material necesario para una apli-
cacion en particular. En el caso de la mayoria de las aplicaciones se da una Vista pre-
liminar de una aplicacion en lugares adecuados de libro, cuyo propdsito es indicar
cOmo proporcionar una aplicacién inmediata del material que se acaba de estudiar. El
diagrama que aparece al final de este prefacio proporciona los requisitos de cada una de
las aplicaciones, y la Vista preliminar de una aplicacion sera util para decidir cudl apli-
cacion estudiar y cudndo hacerlo.
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Algunas de las secciones en los capitulos 2, 5, 7,9 y 11 también pueden utilizarse
como proyectos independientes para los estudiantes. La experiencia en el aula a partir
de este enfoque ha demostrado una reaccién favorable de los estudiantes. Por lo tanto,
el profesor puede ser muy selectivo, tanto en la eleccion del material como en el méto-
do de estudio de estas aplicaciones.

Material al final de los capitulo

Cada capitulo contiene un resumen de Ideas clave para el repaso, un conjunto de ejer-
cicios complementarios (las respuestas de todos los ejercicios impares aparecen al final
del libro), y un examen del capitulo (todas las respuestas aparecen al final del libro).

Software MATLAB

Aunque los ejercicios ML pueden resolverse usando diferentes paquetes de software, a
nuestro juicio MATLAB es el mds apropiado para este propdsito. MATLAB es un paquete
de software versdtil y poderoso, cuya piedra angular son sus capacidades para dlgebra
lineal. MATLAB incorpora rutinas de cdlculo de calidad profesional, muy utiles en dlge-
bra lineal. El cédigo de programacién de MATLAB estd escrito en lenguaje C, y ha ido
mejorando en cada nueva version del software. MATLAB estd disponible de The Math
Works, Inc., 24 Prime Park Way, Natick, MA 01760, [(508) 653-1415], direccion de co-
rreo electrénico: info@mathworks . com; este libro no incluye el programa ni las ru-
tinas de comandos desarrolladas para la resolucion de los ejercicios ML. La version de
MATLAB para el estudiante incluye también una versiéon de Maple, proporcionado asi
una capacidad de célculo simbdlico.

El capitulo 12 de esta edicién incluye una breve introduccién a las capacidades de
MATLAB para resolver problemas de dlgebra lineal. Aunque MATLAB permite la creacién
de programas para implementar muchos algoritmos matemadticos, es preciso aclarar que
en este libro no se pide al lector que escriba programas, sino simplemente que use MATLAB
(0 algiin otro paquete de software comparable) para resolver problemas numéricos es-
pectficos. Aproximadamente 24 archivos (M) han sido desarrollados para que el alumno
los utilice con los ejercicios ML en este libro; el material correspondiente estd disponi-
ble en el sitio Web de Prentice Hall, www . pearsoneducacion.net/kolman. Estos
archivos M estan disefiados para transformar muchas de las capacidades de MATLAB en
funcién de las necesidades del curso. Esto proporciona una herramienta pedagdgica que
permite al estudiante razonar los pasos para la resolucién de un problema, dejando a
MaATLAB la responsabilidad de realizar cdlculos que, por su complejidad, podrian resul-
tar tediosos. Sin duda, éste es el papel ideal de MATLAB (o0 de cualquier otro paquete de
software) al iniciar un curso de algebra lineal. Por otra parte, la introduccién a una po-
tente herramienta como MATLAB al inicio de la carrera universitaria, abre el camino a
otros tipos de software que serdn de gran ayuda para el estudiante en cursos posterio-
res, especialmente en ciencias e ingenierfas.

Material complementario

Manual de soluciones para el profesor (0-13-143742-9). Contiene las respuestas a to-
dos los ejercicios de nimero par, y soluciones a todos los ejercicios tedricos estd dispo-
nible en inglés (sélo para el profesor) solicitelo al representante de Pearson Educacién.
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Lecturas obligatorias para comprender las aplicaciones

Seccién 2.1 Material sobre bits en el capitulo 1
Seccion 2.2 Seccion 1.4

Seccién 2.3 Seccién 1.5

Seccion 2.4 Seccién 1.6

Seccién 2.5 Seccién 1.6

Seccién 2.6 Seccién 1.7

Seccién 2.7 Seccién 1.7

Seccién 5.1 Seccién 4.1 y Capitulo 3
Seccién 5.2 Secciones 4.1 y 5.1
Seccién 7.1 Seccién 6.8

Seccién 7.2 Secciones 1.6, 1.7, 4.2, 6.9
Seccién 7.3 Seccién 2.1

Seccion 9.1 Seccién 8.2

Seccién 9.2 Seccién 8.2

Seccion 9.3 Seccién 9.2

Seccién 9.4 Seccién 8.3

Seccion 9.5 Seccién 9.4

Seccién 9.6 Seccién 9.5

Seccion 10.4 Seccién 8.2

Secciones 11.1-11.3 Seccién 1.6

Seccion 11.4 Secciones 11.1 - 11.3

A los usuarios de las ediciones anteriores:

Durante los 29 afios de vida de las siete ediciones anteriores de esta obra, el libro se
ha utilizado principalmente para el curso de dlgebra lineal de segundo afio de licen-
ciatura. Este curso cubrid lo basico de dlgebra lineal y utilizé el tiempo extra dispo-
nible para el estudio de aplicaciones seleccionadas del tema. En esta nueva edicion
no hemos cambiado el fundamento estructural para la ensefianza del material esen-
cial de dlgebra lineal. Por lo tanto, este material puede ensefiarse exactamente de
la misma manera que antes. La ubicacion de las aplicaciones, con mayor cohesion
y unificada con propdsitos pedagdgicamente estratégicos, junto con nuevas aplica-
ciones y otros materiales, facilitara sin duda la imparticiéon de un curso mas rico y
mds variado.
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AL ESTUDIANTE

Es muy probable que este curso sea muy diferente a cualquier otro de matematicas que
haya estudiado hasta ahora, por lo menos en dos sentidos importantes. Primero, es
posible que constituya su primera experiencia en materia de abstraccidn; en segundo
lugar, es un curso de matemadticas que puede tener gran impacto en su vocacion profe-
sional.

A diferencia de otros cursos de matematicas, éste no le dard una serie de técnicas
aisladas de cdlculo para resolver ciertos tipos de problemas. En lugar de ello, desarro-
Ilaremos un nicleo de material, denominado algebra lineal, introduciendo ciertas defi-
niciones y creando procedimientos para la determinacién de propiedades y la demos-
tracion de teoremas. Esta dltima es una habilidad que toma tiempo dominar, por lo que
al principio sélo esperamos que lea y entienda las comprobaciones que se incluyen en el
libro; conforme avance en el curso, sin embargo, serd capaz de realizar algunas demos-
traciones sencillas por su propia cuenta. Poco a poco lo introduciremos a la abstraccion,
aunque manteniendo la exigencia a este respecto en el minimo, e ilustrando ampliamen-
te cada idea abstracta con ejemplos numéricos y aplicaciones. Si bien hard muchos
célculos, el objetivo de casi todos los problemas no es solamente obtener la respuesta
“correcta”, sino que entienda y explique como obtener la respuesta e interpretar el re-
sultado.

El dlgebra lineal se utiliza diariamente para resolver problemas en otras dreas de
matematicas, fisica, biologia, ingenieria, estadistica, economia, finanzas, psicologia y
sociologia. Entre las aplicaciones que utilizan dlgebra lineal estdn la transmision de in-
formacion, el desarrollo de efectos especiales en peliculas y video, la grabacién de so-
nido, el desarrollo de motores (0 mdquinas) de busqueda en Internet, y el analisis
econémico. Como podra ver, el dlgebra lineal nos afecta profundamente. En este libro
se incluyen aplicaciones seleccionadas y, si hay tiempo suficiente, algunas de ellas po-
drén abordarse con mds amplitud a lo largo del curso. Ademds, muchas de las aplica-
ciones pueden usarse como proyectos de estudio autodidacta.

Hay tres tipos de ejercicios en esta obra: primero, los ejercicios computacionales.
Estos ejercicios, asi como sus niimeros han sido cuidadosamente seleccionados de ma-
nera de casi todos ellos pueden realizarse ficilmente a mano. Cuando se le pida que uti-
lice dlgebra lineal en aplicaciones reales, encontrard que el tamafio de los problemas es
mucho mds grande, y que los nimeros involucrados no siempre son sencillos. Este no
es un impedimento, ya que es casi seguro que emplee algtn tipo de software para resol-
verlos. Una muestra de este tipo de programas se provee para el tercer tipo de ejercicios,
disefiados para resolverse por medio de una computadora y MATLAB, una poderosa
herramienta de software que tiene como base las matrices y que se utiliza ampliamente
en la industria. La segunda categoria estd compuesta por ejercicios tedricos. En algunos
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XX Al estudiante

de éstos es probable que se le pida demostrar un resultado o analizar una idea. La ca-
pacidad de obtener una respuesta no siempre es suficiente en el mundo actual; muchas
veces se le pedird que prepare un informe en donde se analice la solucién y se justifi-
quen los pasos que le llevaron a ella, asi como interpretar los resultados.

Estos tipos de ejercicios le dardn experiencia en la redaccion de textos relaciona-
dos con las matemdticas; esta disciplina utiliza palabras, no s6lo simbolos.

Recomendaciones para aprender algebra lineal

e Lea el libro lentamente, y tenga lapiz y papel a mano. Quizd tenga que leer una
seccion en particular mds de una vez. Deténgase a verificar los pasos marcados
con “verifique” en el texto.

e Asegurese de realizar su tarea de manera oportuna. Si espera hasta que los proble-
mas le sean explicados en clase, no aprenderd a resolverlos por usted mismo. Aun
cuando no pueda terminar un problema, inténtelo: de esta manera le serd mas facil
comprenderlo cuando se le analice en clase. Tal vez le sea util trabajar con otros
estudiantes el material cubierto en clase y algunos problemas de tarea.

e Asegtirese de preguntar tan pronto como algo no le quede claro. Cuando se cons-
truye una casa, lo primero que se coloca son los cimientos; el estudio del dlgebra
lineal sigue el mismo principio: en este curso cada idea abstracta tiene como ba-
se una serie de conceptos desarrollados previamente. Si alguno de tales conceptos
le resulta confuso o sencillamente incomprensible, sus conocimientos seran insu-
ficientes para entender las ideas subsecuentes.

e Haga uso de los recursos pedagdgicos que proporciona este libro. Al final de ca-
da seccién se presenta una lista de t€rminos clave; al final de cada capitulo se ofre-
ce una lista de ideas clave para repasar, ejercicios complementarios y un examen
del capitulo. Al final de los primeros diez capitulos (que completan el nicleo del
material de dlgebra lineal de que se compone el curso) se hace un repaso que con-
siste en 100 preguntas de falso/verdadero, en las que le pedimos que justifique su
respuesta. Por dltimo, al final del libro aparece un glosario de términos relaciona-
dos con el dlgebra lineal.

Estamos seguros de que su esfuerzo por aprender dlgebra lineal se vera ampliamente re-
compensado en otros cursos y a lo largo de su carrera profesional.

Le deseamos mucho éxito en su estudio del dlgebra lineal.

Aot Fbrcan
Qo B, HlY
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ECUACIONES LINEALES
Y MATRICES

EE]1 SISTEMAS LINEALES

Una gran cantidad de los problemas que se presentan en las ciencias naturales y socia-
les, asi como en ingenieria y en ciencias fisicas, tienen que ver con ecuaciones que re-
lacionan a dos conjuntos de variables. Una ecuacién del tipo

ax = b,

que expresa la variable b en términos de la variable x y la constante a, se denomina
ecuacion lineal. Aqui se utiliza la palabra lineal porque la grifica de la ecuacion ante-
rior es una linea recta. De manera andloga, la ecuacion

apxy + axo + -+ -+ ax,=>b, @)

que expresa b en términos de las variables xy, xy, . . ., x,, y las constantes conoci-
das ay, ay, . . . , a,, se denomina ecuacion lineal. En muchas aplicaciones se nos dan b
y las constantes ay, a», . . . , a, y se nos dice que debemos determinar los nime-
ros Xy, X, . . . , X,, denominados incognitas, que satisfacen la ecuacion (1).

Una solucion de una ecuacion lineal (1) es una sucesion de n nimeros sq, sy, . . . ,
s, que tienen la propiedad de satisfacer (1) cuando x; = s1, X» = 85, . . ., X, = S, S€ SUS-
tituyen en (1).

En consecuencia, x; = 2, x, = 3 y x3 = —4 es una solucién de la ecuacién lineal

6)C1 — 3X2 + 4)63 = —13,

ya que
6(2) — 3(3) + 4(—4) = —13.

Esta no es la tnica solucién para la ecuacién lineal dada, ya que x; = 3, x, = 1 y x3 =
—7 también lo es.

De manera mds general, un sistema de m ecuaciones lineales con r incégnitas x1,
X2, . .. 4 X, —al que podemos llamar simplemente sistema lineal—, es un conjunto de
m ecuaciones lineales, cada una con n incégnitas. Un sistema lineal puede denotarse sin
problema mediante

ayxy + apxy + -+ apx, = by
anXxy + anxy + -+ ayx, = b

(@)

Am1 X1 + ApaXy + -+ + AuaXy = by,
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EJEMPLO 1

Los dos subindices, i y j, se utilizan como sigue. El primer subindice, i, indica que es-
tamos trabajando con la i-ésima ecuacidn, mientras que el segundo subindice, j, estd
asociado con la j-€sima variable xj. Asi, la i-ésima ecuacion es

apxy + apXy + - - - + apXy, = b

En (2), las a;; son constantes conocidas. Dados los valores de by, by, . . ., b,,, queremos
determinar los valores de xy, x», . . . , x,, que satisfagan cada ecuacién en (2).
Una solucion del sistema lineal (2) es una sucesion de n ndmeros sy, s, . . . , Sy,

que tiene la propiedad de que cada ecuacion en (2) se satisface cuando x; = 51, X, = 57,
., X, = §, se sustituyen en (2).

Para encontrar las soluciones del sistema lineal, usaremos una técnica denominada
método de eliminacion. Esto es, eliminamos algunas de las incdgnitas sumando un
multiplo de una ecuacién a otra ecuacién. Casi todos los lectores habrdn tenido alguna
experiencia con esta técnica en cursos de dlgebra en niveles basicos, aunque lo més se-
guro es que haya sido con la restriccién de hacerlo con sistemas lineales en los que m
= n, es decir, sistemas lineales con tantas ecuaciones como incégnitas. En este curso
ampliaremos este panorama, poniendo en practica el método citado tratando con siste-
mas en los que tenemos m = n, m < n'y m > n. En realidad, existe una gran cantidad
de aplicaciones en que m # n. Si nuestro problema involucra dos, tres o cuatro incég-
nitas, solemos escribir x, y, z y w. En esta seccién utilizaremos el método de elimina-
cién como se estudié en cursos bdsicos, y en la seccién 1.5 lo haremos de manera
mucho mds sistematica.

El director de un fondo de inversion tiene $100,000 para invertir. Las reglas del fondo
establecen que la inversion debe hacerse tanto en certificados de depdsito (CD), como a
largo plazo. El objetivo del director es obtener un rendimiento de $7,800 sobre las in-
versiones al cabo de un afio. Los CD elegidos tienen un rendimiento de 5% anual, mien-
tras que el bono ofrece 9% al afio. El director determina como sigue la cantidad x que
debe invertir en los CD, y la cantidad y que dedicard a comprar bonos:

Como la inversion total es de $100,000, debemos tener x + y = 100,000. Toda vez
que el rendimiento deseado es de $7,800, obtenemos la ecuacién 0.05x + 0.09y = 7,800.
Por lo tanto, tenemos el sistema lineal

x+  y=100,000 3)
0.05x +0.09y =  7,800.

Para eliminar x, sumamos (—0.05) veces la primera ecuacién a la segunda, para obtener
x + y = 100,000
0.04y = 2,800,

en donde la segunda ecuacién no tiene término x; en otras palabras, hemos eliminado
la incdgnita x. Después despejamos y en la segunda ecuacion, para obtener

y = 70,000,
y sustituyendo y en la primera ecuacion de (3), obtenemos
x = 30,000.

Para comprobar que x = 30,000, y = 70,000 es una solucién de (3), verificamos que es-
tos valores de x y y satisfagan cada una de las ecuaciones del sistema lineal dado. En
consecuencia, el director del fondo debe invertir $30,000 en los CD y $70,000 en bo-
nos a largo plazo. |



EJEMPLO 2

EJEMPLO 3

Sec. 1.1 Sistemas lineales 3

Considere el sistema lineal
€))

Nuevamente decidimos eliminar x. Para ello, sumamos (—2) veces la primera ecuacion
a la segunda, y obtenemos

x—=3y=-7
Ox + 0y = 21

cuya segunda ecuacion no tiene sentido. Esto significa que la solucién del sistema li-
neal (4) es el conjunto vacio; en términos practicos, podemos decir que el sistema no
tiene solucion, es un conjunto vacio. Podriamos haber obtenido la misma conclusion
observando que en (4) el lado izquierdo de la segunda ecuacion es igual a dos veces el
lado izquierdo de la primera ecuacién, pero el lado derecho de la segunda ecuacién no
es dos veces el lado derecho de la primera ecuacion. [ |

Considere el sistema lineal

xX+2y+3z= 6
2x — 3y +2z= 14 (%)
3x+ y— z=-2.

Para eliminar x, sumamos (—2) veces la primera ecuacion a la segunda y (—3) veces la
primera ecuacion a la tercera, lo que da por resultado

xX+2y+ 3z= 6
Ty — 4z= 2 (6)
— 5y — 10z = —20.

Después eliminamos y como sigue, con ayuda de la segunda ecuacion en (6). Multipli-
camos la tercera ecuacién de (6) por (—%), para obtener

xX+2y+3z=6
—Ty —4z=2
y+2z=4.

Luego intercambiamos la segunda y tercera ecuaciones, lo que nos da

x+2y+3z=6
y+2:=4 (7
— Ty —4z =2.

Ahora sumamos 7 veces la segunda ecuacion a la tercera, para obtener

xX+2y+ 3z= 6
y+ 2z= 4
10z = 30.

Al multiplicar la tercera ecuacién por #) tenemos

x+2y+3z=6
y+2:=4 8)
z=23.
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EJEMPLO 4

EJEMPLO 5

Sustituyendo z = 3 en la segunda ecuacién de (8), encontramos que y = —2. Al susti-
tuir estos valores de z y y en la primera ecuacion de (8), obtenemos x = 1. Para com-
probar que x = 1, y = —2, z = 3 es una solucién de (5), verificamos que estos valores
de x, y y z satisfagan cada una de las ecuaciones del sistema. En consecuencia, x = 1,
y = —2, z = 3 es una solucién para el sistema lineal. La importancia del procedimien-
to radica en el hecho de que los sistemas lineales (5) y (8) tienen exactamente las mis-
mas soluciones. El sistema (8) tiene la ventaja de que puede resolverse con mucha
facilidad, dando los valores anteriores para x, y y z. [ |

Considere el sistema lineal

xX+2y—3z=-4 ©)
2x+ y—3z= 4.

Para eliminar x, sumamos (—2) veces la primera ecuacion a la segunda y obtenemos

x+2y—3z=-4
— 3y +3z=12.

(10)

Despejamos y en la segunda ecuacién en (10) para obtener
y=7- 49

donde z puede ser cualquier nimero real. Entonces, con base en la primera ecuacion de
(10),
x=—4—-2y+3z

=42z —4)+3z
=z+4.

Por lo tanto, una solucién para el sistema lineal (9) es

x=r+4
y=r—4
I=r,

donde r es cualquier nimero real. Esto significa que el sistema lineal (9) tiene un nud-
mero infinito de soluciones. Cada vez que asignamos un valor a r, obtenemos otra so-
lucién para (9). En consecuencia, si r = 1, entonces

es otra solucion. |

Considere el sistema lineal

x+2y=10
2x —2y=—-4 (1D
3x + 5y = 26.
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Una vez mds, para eliminar x sumamos (—2) veces la primera ecuacién a la segunda y
(—3) veces la primera ecuacidn a la tercera, obteniendo

x+2y= 10
—6y =24
—y= —4

Multiplicando la segunda ecuacién por (_%) y la tercera por (—1), tenemos

x+2y=10
y= 4 (12)
y= 4’

que tiene las mismas soluciones que (11). Al sustituir y = 4 en la primera ecuacién de
(12), obtenemos x = 2. Por lo tanto, x = 2, y = 4 es una solucién para (11). |

Considere el sistema lineal

x+2y= 10
2x — 2y =—4 (13)
3x + 5y = 20.

Para eliminar x, sumamos (—2) veces la primera ecuacién a la segunda y (—3) veces la
primera ecuacion a la tercera, lo que nos da

x+2y= 10
—y = —10.

Al multiplicar la segunda ecuacién por (_ ) y la tercera por (—1), obtenemos el sis-

1
6

tema
x+2y=10
y= 4 (14)
y =10,

que no tiene solucién. Como (14) y (13) tienen las mismas soluciones, concluimos que
(13) no tiene solucion.

Estos ejemplos sugieren que un sistema lineal puede tener una solucién (es decir,
una unica solucién), no tener solucién, o un nimero infinito de soluciones. [ |

Hemos visto que el método de eliminacién consiste de la realizacion repetida de las
operaciones siguientes:

1. Intercambiar dos ecuaciones.
2. Multiplicar una ecuacién por una constante diferente de cero.
3. Sumar un multiplo de una ecuacién a la otra.

No es dificil demostrar (ejercicios T.1 a T.3) que el método de eliminacién propor-
ciona otro sistema lineal que tiene exactamente las mismas soluciones que el sistema
dado. El nuevo sistema lineal puede resolverse después sin dificultad.
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Figura 1.1 »

Como quizd haya notado, hasta el momento, hemos descrito el método de elimina-
cion tnicamente en términos generales, de manera que no hemos indicado regla alguna
para seleccionar las incégnitas que seran eliminadas. Antes de proporcionar una descripcion
sistemdtica del método de eliminacidn en la siguiente seccién, hablaremos del concepto
de matriz, lo que nos ayudard a simplificar en gran medida nuestra notacion, permitién-
donos desarrollar herramientas para resolver muchos problemas importantes.

Considere ahora un sistema lineal con las incognitas x y y;

a1x + ary = ¢y

15
bix + by = ¢p. (15

La grafica de cada una de estas ecuaciones es una linea recta, que denotamos median-
te [, y L, respectivamente. Si x = sy, y = s, es una solucion del sistema lineal (15), en-
tonces el punto (s, s) pertenece a ambas rectas, /; y l,. De manera reciproca, si el
punto (sq, §») estd en ambas rectas, [; y [, entonces x = sy, y = s, es una solucién para
el sistema lineal (15). (Vea la figura 1.1.) En consecuencia, hemos llegado a las mismas
tres posibilidades mencionadas, siguiendo una alternativa geométrica:

1. El sistema tiene una solucion tnica; esto es, las rectas [; y [, se intersecan exacta-
mente en un punto.
2. El sistema no tiene solucién; es decir, las rectas [ y [, no se intersecan.

3. El sistema tiene un ndmero infinito de soluciones; en otras palabras, las rectas [} y
I, coinciden.

y y y
/ "
l
| 2
X X X
1 /
1 I, 1, I,
(a) Una tnica solucion (b) No hay solucién (¢) Una infinidad de soluciones
Ahora, consideremos un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incognitas, x, y
Yz

a;x + by +ciz=d;
ax +byy+cz=d (16)
a3x + byy + c3z = ds.

La gréfica de cada una de estas ecuaciones es un plano, y se denota con Py, P, y P3,
respectivamente. Como en el caso de un sistema lineal de dos ecuaciones con dos in-
cognitas, el sistema lineal en (16) puede tener una solucién dnica, no tener solucién o
tener una infinidad de soluciones. Estas situaciones se ilustran en la figura 1.2. Para
comprender de forma mds concreta algunos de los casos posibles, piense en que las pa-
redes (planos) de una habitacion se intersecan en un nico punto: una esquina de la ha-
bitacidn; de esta manera, el sistema lineal tiene una solucion tinica. Ahora piense en los
planos como si se tratara de las paginas de un libro. Cuando el libro se sostiene abier-
to, tres de sus pdginas se intersecan en una linea recta (el lomo); en este caso, el siste-
ma lineal tiene un nimero infinito de soluciones. Por otra parte, cuando se cierra el
libro, aparentemente las tres paginas son paralelas y no se intersecan, por lo que pode-
mos decir que el sistema lineal no tiene solucién.
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Figura 1.2 »

(a) Una unica solucién (b) No hay solucién (¢) Una infinidad de soluciones

EJEMPLO 7 (Planeacion de produccion) Un fabricante produce tres tipos diferentes de productos

quimicos: A, By C. Cada producto debe pasar por dos mdquinas de procesamiento:
X'y Y. La manufactura del producto requiere los tiempos siguientes en las maquinas X'y Y-
1. Una tonelada de A requiere 2 horas en la mdquina X y 2 horas en la maquina Y.
2. Una tonelada de B requiere 3 horas en la maquina X y 2 horas en la maquina Y.
3. Una tonelada de C requiere 4 horas en la maquina X y 3 horas en la mdquina Y.
La mdquina X estd disponible durante 80 horas a la semana, y la mdquina Y puede uti-
lizarse 60 horas a la semana. Como la gerencia no quiere que las costosas maquinas X
y Y estén ociosas, le gustaria saber cudntas toneladas debe manufacturar de cada pro-
ducto, de modo que las maquinas se utilicen a su capacidad total. Daremos por sentado
que el fabricante puede vender todos los productos que se manufacturen.

Para resolver este problema, denotamos con x;, x, y X3, respectivamente, el ntime-

ro de toneladas de productos A, B'y C que se fabricaran. El nimero de horas que la ma-
quina X serd utilizada es

2x1 + 3%, + 4x3,
que debe ser igual a 80. Por lo tanto, Asi tenemos que
2X1 + 3)(72 —|— 4X3 = 80

De manera similar, el nimero de horas que empleard la maquina Y es 60, por lo que te-
nemos

2x1 + 2x, + 3x3 = 60.

Desde el punto de vista matemdtico, nuestro problema consiste en determinar los valo-
res no negativos de x;, x, y x3 tales que

2.X1 =+ 3)62 =+ 4X3 = 80
2x1 + 2x, + 3x3 = 60.

Este sistema lineal tiene un nimero infinito de soluciones. Siguiendo el método del
ejemplo 4, vemos que todas las soluciones estan dadas por

_20—)(3
)
X2=20—X3

X1

X3 = cualquier numero real tal que 0 < x3 < 20,
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toda vez que debemos tener x; > 0, x, > 0y x3 > 0. Cuando x3 = 10, tenemos
X1 = 5, Xy = 10, X3 = 10

mientras que

13

X =3, xo = 13, x3 =17

cuando x3 = 7. Observe que una solucién es tan buena como la otra. Ninguna es me-
jor, a menos que se nos diera mds informacién o se nos plantearan algunas restric-

ciones. |
Términos clave
Ecuacién lineal Solucién de un sistema lineal Sin solucién
Incégnitas Método de eliminacién Infinidad de soluciones
Solucién de una ecuacion lineal Solucién unica Manipulacién de un sistema lineal

Sistema lineal

1.1 Ejercicios

En los ejercicios 1 a 14, resuelva el sistema lineal dado por me- (c) (Cuantos valores diferentes de ¢ pueden seleccionarse
dio del método de eliminacion. en la parte (b)?
1. x+2y=8 2.2x — 3y +4z=—12 16. Dado el sistema lineal
3x —4y =4, xX—=2y+ z= -5
3x+ y+2z= 1. 2x+3y— z=0
3.3x+2y+ z=2 4. x+ y= 5 x—4y+5z=0,
4x +2y+2z=38 3x + 3y = 10.
x— y+ z=4 (a) verifique que x; = 1, y; = —1, z; = —1 es una solucion.
5.2x +4y + 6z =—12 6. x+ y—27=5 (b) verifique que x, = —2, y, = 2, 7o = 2 es una solucion.
2X—3y—4z= 15 2X+3y+4z=2 (C) Lx:xl-}-xZ:—l,y:yl-}—yZ:lyzzzl+12:1
3x +4y +5z= -8 es una solucién del sistema lineal?
7. x+4y— z=12 8.3x+4y— z=38 (d) ¢3x, 3y, 3z, donde x, y y z son como en la parte (c), es
3x +8y —2z= 4. 6x + 8y — 2z =3. una solucion del sistema lineal?
9. x4+ y+3z=12 10. x4+ y=1 17. Resuelva el sistema lineal siguiente sin utilizar el método
2x +2y + 6z = 6. 2x— y=S5 de eliminacién
3x +4y =2.
2x + y—2z=-5
11. 2x +3y =13 12. x —-5y=6 3y+ z= 7
x—2y=3 3x +2y=1 .
S5x 4+ 2y =27. 5x +2y=1. ’
13. x+3y=-4 14. 2x +3y— z= 6 18. Resuelva el sistema lineal siguiente sin utilizar el método
2x + 5y =-8 2x — y+2z=-8 de eliminacion
x +3y=-5. 3x — y+ z=-7.
4x = 8
15. Dado el sistema lineal —2x +3y =1
3x + 5y —2z=11.
2x—-y=5
4x -2y =1, 19. (Existe un valor de r tal que x = 1, y = 2, z = r sea una so-

. . lucidn del siguiente sistema lineal? De ser asi, determinelo
(a) determine un valor de 7 para que el sistema tenga una

solucién. 2x +3y— z= 11

(b) determine un valor de ¢ para que el sistema no tenga x— y+2z=-7
solucion. dx + y —2z= 12.



20.

21.

22,

23.

(Existe un valor de rtal que x =r, y = 2, z = 1 sea una so-
lucién del siguiente sistema lineal? De ser asi, determinelo

3x —2z= 4
x—4y+ z=-5
—2x +3y+2z= 0.

Diga cudl es el nimero de puntos que estdn simultdnea-
mente en los tres planos que se muestran en cada inciso de
la figura 1.2.

Diga cudl es el nimero de puntos que estdn simultdnea-
mente en los tres planos que se muestran en cada inciso de
la figura 1.3.

(a) (b)

Figura 1.3 A

Una refinerfa produce gasolina con azufre y sin azufre. Pa-
ra producir cada tonelada de gasolina sin azufre 5 minutos
en la planta mezcladora y 4 minutos en la planta de refina-
cién, mientras que cada tonelada de gasolina con azufre re-
quiere 4 minutos en la planta mezcladora y 2 minutos en la
planta de refinacién. Si la planta mezcladora estd disponi-
ble 3 horas y la de refinacion 2 horas, ;cudntas toneladas
de cada tipo de gasolina deben producirse de modo que las
plantas operen a toda su capacidad?

24.

25.

26.

27.

28.

Sec. 1.1 Sistemas lineales 9

Un fabricante produce dos tipos de pldsticos: regular y es-
pecial. La produccion de cada tonelada de plastico regular
requiere dos horas en la planta A y 5 horas en la planta B;
para producir cada tonelada de plastico especial se necesi-
tan 2 horas en la planta A y 3 horas en la planta B. Si la
planta A estd disponible 8 horas diarias y la planta B 15
horas al dfa, ;cudntas toneladas de cada tipo de pldstico
pueden producirse diariamente de modo que ambas plantas
se utilicen al mdximo de su capacidad?

Un nutriélogo prepara una dieta que consiste en los
alimentos A, B y C. Cada onza del alimento A contiene

2 unidades de proteina, 3 unidades de grasa y 4 unidades de
carbohidratos. Cada onza del alimento B contiene 3 unida-
des de proteinas, 2 unidades de grasa y 1 unidad de carbo-
hidratos. Por su parte, cada onza del alimento C contiene

3 unidades de proteinas, 3 unidades de grasa y 2 unidades
de carbohidratos. Si la dieta debe proporcionar exactamente
25 unidades de proteinas, 24 unidades de grasa y 21 unida-
des de carbohidratos, ;cudntas onzas de cada tipo de ali-
mento deben utilizarse?

Un fabricante produce reveladores de pelicula de 2, 6y 9
minutos. La fabricacién de cada tonelada del revelador de
2 minutos requiere 6 minutos en la planta A y 24 minutos
en la planta B. Para manufacturar cada tonelada del revela-
dor de 6 minutos son necesarios 12 minutos en la planta A 'y
12 minutos en la planta B. Por tdltimo, para producir cada
tonelada del revelador de 9 minutos se utiliza 12 minutos
la planta A y 12 minutos la planta B. Si la planta A estd
disponible 10 horas al dia y la planta B 16 horas diarias,
(cudntas toneladas de cada tipo de revelador de pelicula
pueden producirse de modo que las plantas operen a toda
su capacidad?

Suponga que los tres puntos (1,—5), (—1, 1) y (2, 7) estdan

en la pardbola p(x) = ax* + bx + c.

(a) Determine un sistema lineal de tres ecuaciones con tres
incognitas que deba resolverse para determinar a, b y c.

(b) Resuelva el sistema lineal que obtuvo en la parte (a)
paraa, by c.

Una herencia de $24,000 se dividi6 en tres fideicomisos; el
segundo fideicomiso recibié el doble del primero. Los tres fi-
deicomisos pagan una tasa de interés de 9, 10 y 6% anual,
respectivamente; al final del primer afo, el rendimiento total
fue de $2,210. ;Cudnto se invirti6 en cada fideicomiso?

Ejercicios tedricos

T.1.

T.2.

T.3.

Demuestre que el sistema lineal que se obtiene al intercam-
biar dos ecuaciones en (2) tiene exactamente las mismas
soluciones que (2).

Demuestre que el sistema lineal obtenido al remplazar una
ecuacién en (2) por un multiplo constante de la ecuacién
diferente de cero, tiene exactamente las mismas soluciones
que (2).

Demuestre que el sistema lineal que se obtiene al remplazar
una ecuacion en (2) por ella misma mds un multiplo de otra

TA4.

ecuacion en (2) tiene exactamente las mismas soluciones
que (2).

(El sistema lineal
ax+by=0
cx+dy=0

siempre tiene solucién para cualesquiera valores de a, b, ¢
y d?
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¥l MATRICES

DEFINICION

Si analizamos el método de eliminacién descrito en la seccion 1.1, observaremos lo si-
guiente. Al realizar los pasos necesarios, s6lo modificamos los nimeros que aparecen
junto a las incdgnitas xy, X, . . . , x,. En consecuencia, podriamos buscar una forma de
escribir un sistema lineal sin tener que mantener las incégnitas. En esta seccién defini-
remos un objeto, una matriz, que nos permite hacer precisamente eso: escribir sistemas
lineales de una manera compacta que facilite la automatizacion del método de elimina-
cién en una computadora, ddindonos un procedimiento rapido y eficaz para determinar
las soluciones. Su uso, sin embargo, no nos proporciona solamente la oportunidad de
contar con una notacién conveniente, sino también —como veremos a continuacion—
resolver sistemas de ecuaciones lineales y otros problemas computacionales de manera
rdpida y eficiente, desarrollando operaciones sobre las matrices y trabajando con ellas
de acuerdo con las reglas que cumplen. Por supuesto, como debe hacer cualquier bue-
na definicidn, la del concepto de matriz no s6lo permite mirar de otra forma los proble-
mas existentes, sino que, ademds, da lugar a muchas nuevas preguntas, algunas de las
cuales estudiaremos en este libro.

Una matriz A de m x n es un arreglo rectangular de mn niimeros reales (o complejos)
ordenados en m filas (renglones) horizontales y n columnas verticales:

_all an alj aln_
an| axp o cee dgjp e dy
A=| - : : . fila (D
a;| a;n o o aij e @ -— (renglén) i
LAm1 Am2 -+ - Qmj - Appd

L columna j

La i-ésima fila de A es
[ain an -+ aw] (1 <i<m);
La j-ésima columna de A es

alj

aj
dI=j=n.

A j

Diremos que A es m por n (que se escribe m x n). Si m = n, decimos que A es una
matriz cuadrada de orden n, y que los nimeros a1, @y, - . . , d,, forman la diagonal
principal de A. Nos referimos al nimero a;;, que estd en la i-€sima fila (renglén) y la
Jj-€ésima columna de A, como el 7, j-ésimo elemento de A, o la entrada (i, j) de A, y so-
lemos escribir (1) como

A = [a ).

Para simplificar, en este libro restringiremos nuestra atencion (salvo en el apéndi-
ce A) al andlisis de las matrices cuyas entradas son nimeros reales. Sin embargo, también
se estudian las matrices con entradas complejas, mismas que tienen gran importancia
en muchas aplicaciones.



EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

Sec. 1.2 Matrices 11

Sean

1
p=|2 0 1|, E=[3], F=[-1 o0 2]
3 -1 2

Entonces, A es una matrizde 2 x 3 conaj, =2, a3 =3,a,»p =0y ay; = 1; Besuna
matrizde 2 x 2, con by = 1,b;p, =4, by =2y by, = —3; Cesunamatriz de 3 x 1,
conc;p=1,c01=—1yc31 =2;Desunamatrizde 3 x 3; Eesunamatrizde 1 x 1,y F
es una matriz de 1 x 3. En D, los elementos d;; = 1, d»p = 0y d33 = 2 forman la dia-
gonal principal. [ ]

Por conveniencia, en los ejemplos y ejercicios ilustrativos de los capitulos 1 a
7 centramos gran parte de nuestra atencion en matrices y expresiones que s6lo tienen
numeros reales. Por otra parte, aunque aparecen en algunos ejemplos de los capitulos 8 y
9, es en el apéndice A donde puede encontrarse una introduccién a los niimeros com-
plejos y a sus propiedades, asi como ejemplos y ejercicios que muestran como se utili-
zan estos nimeros en dlgebra lineal.

Las matrices de 1 x n o n x 1 también se denominan un n-vectores, y lo denota-
remos mediante letras mintsculas en negritas. Cuando se sobreentienda el valor de 7,
nos referiremos a los n-vectores sélo como vectores. En el capitulo 4 analizaremos los
vectores a detalle.

1
u= [1 2 -1 0] es un 4-vectory v= | —1 | es un 3-vector. [ ]
3

Si todas las entradas de un n-vector son iguales a cero, se denota con 0.

Observe que si A es una matriz de n x n, los renglones de A son matrices de 1 x n.
El conjunto de todos los n-vectores con entradas reales se denota con R". De manera si-
milar, el conjunto de todos los n-vectores con entradas complejas se denota mediante
C". Como se indicé anteriormente, en los primeros siete capitulos de este libro trabaja-
remos casi por completo con vectores en R".

(Despliegue de valores en forma de tabla) La matriz siguiente proporciona las dis-
tancias entre las ciudades indicadas (en millas terrestres).

Londres Madrid Nueva York Tokio

Londres 0 785 3,469 5,959
Madrid 785 0 3,593 6,706
Nueva York | 3,469 3,593 0 6,757
Tokio 5,959 6,706 6,757 0

(Produccion) Suponga que un fabricante tiene cuatro plantas, en cada una de las cua-
les se manufacturan tres productos. Si denotamos con a;; el nimero de unidades del pro-
ducto i elaboradas por la planta j en una semana, la matriz de 4 x 3

Producto 1  Producto 2 Producto 3

Planta 1 560 340 280
Planta?2 360 450 270
Planta3 380 420 210

Planta4 0 80 380
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EJEMPLO 5

EJEMPLO 6

DEFINICION

EJEMPLO 7

proporciona la produccidn semanal del fabricante. Por ejemplo, en una semana, la plan-
ta 2 produce 270 unidades del producto 3. [ |

La tabla siguiente, en donde se lista el factor de congelacion del viento, muestra cémo
una combinacién de la temperatura y la velocidad del viento hace que un cuerpo se
sienta mads frio que la temperatura real. Por ejemplo, cuando la temperatura es de 10 °F
y el viento es de 15 millas por hora, el cuerpo pierde la misma cantidad de calor que la
que perderia si la temperatura fuera de —18 °F sin viento.

°F
15 10 5 0 =5 —10
mph
5 12 7 0 =5 —10 —15
10 -3 -9 —15 —22 —27 —34
15 —11 —18 -25 =31 —38 —45
20 —17 —24 =31 -39 —46 —53

Esta tabla puede representarse como la matriz

5 12 7 0 -5 —-10 —15
0o -3 -9 —-15 22 27 -34
5 —-11 —-18 =25 -31 —-38 —45
20 —17 =24 =31 -39 —46 -53

A=

|
Con el sistema lineal considerado en el ejemplo 5 de la seccién 1.1,
x+2y=10
2x — 2y =—4
3x + 5y = 26,
podemos asociar las matrices siguientes:
1 2 10
A=|2 -2, x:[x] b=|-4
35 Y 26
En la seccidn 1.3, llamaremos A a la matriz de coeficientes del sistema lineal. [ |

Una matriz cuadrada A = [a;], en donde cada término fuera de la diagonal principal es
igual a cero, es decir, a;; = 0 para i # j, es una matriz diagonal.

-3 0 0
G:[é _g] y H=| 0 -2 0
0 0 4

son matrices diagonales. |
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EJEMPLO 8

DEFINICION
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Una matriz diagonal A = [a;j], en donde todos los términos de la diagonal principal son
iguales, es decir, a;; = c parai = jy a;; = 0 para i # j, es una matriz escalar.

Las siguientes son matrices escalares:

1 0 0
L=[0 1 0], J=|:_(2) _(2)]
0 0 1

Los motores de busqueda para localizacion y recuperacion de informacién en In-
ternet, utilizan matrices para seguir el rastro de las ubicaciones en donde ésta se en-
cuentra, el tipo de informacién que se halla en cada ubicacidn, las palabras clave que
aparecen en ellas, e incluso la manera en que los sitios Web se vinculan entre si con
otros. En gran medida, la eficacia de Google® estriba en la manera en que utiliza las
matrices para determinar cudles sitios estdn referenciados en otros sitios. Esto es, en lu-
gar de mantener de manera directa el rastro del contenido de la informacién de una pé-
gina Web real o de un tema de busqueda individual, la estructura de la matriz de Google
determina las paginas Web que coinciden con el tema de busqueda, y luego presenta
una lista de tales paginas en un orden de “importancia”.

Suponga que existen n paginas Web accesibles durante cierto mes. Una manera
sencilla de comprender las matrices que conforman el esquema de Google, consiste en
imaginar una matriz A de n x n, denominada “matriz de conectividad”, la cual sélo con-
tiene ceros al principio. Para construir las conexiones se procede como sigue. Cuando
se detecta que el sitio Web j estd vinculado con el sitio Web i, la entrada a;; se hace igual
a uno. Como n es muy grande —su valor se calculaba en alrededor de 3 mil millones
en diciembre de 2002—, casi todas las entradas de la matriz de conectividad A son ce-
ro. (Las matrices como ésta se denominan esparcidas, ralas o poco densas.) Si la fila
(renglén) i de A contiene muchos unos, significa que existen muchos sitios vinculados
al sitio i. El software que controla el motor de biisqueda de Google considera que los
sitios que estan vinculados con muchos otros son mas “importantes” (en otras palabras,
les da una calificaciéon mds alta). Por lo tanto, tales sitios aparecerian al principio de la
lista de resultados de buisqueda que generaria Google cuando el usuario solicitara temas
relacionados con la informacion del sitio i. Ya que Google actualiza su matriz de conec-
tividad cada mes, n aumenta con el paso del tiempo, al agregarse nuevos enlaces y si-
tios.

La técnica fundamental que utiliza Google© para calificar los sitios, emplea con-
ceptos de dlgebra lineal que estan fuera del alcance de este curso. Informacién adicio-
nal sobre el tema puede encontrarse en las fuentes siguientes.

1. Berry, Michael W. y Murray Browne. Understanding Search Engines—Mathematical
Modeling and Text Retrieval. Filadelfia: Siam, 1999.

2. www.google.com/technology/index.html
3. Moler, Cleve. “The World’s Largest Matrix Computation: Google’s Page Rank Is an

Eigenvector of a Matrix of Order 2.7 Billion”, MATLAB News and Notes, octubre de
2002, paginas 12-13.

En matematicas, siempre que se presenta un nuevo objeto es preciso definir cuan-
do dos de ellos son iguales. Por ejemplo, en el conjunto de todos los niimeros raciona-
les, decimos que los ndimeros % y % son iguales, aunque no se representen de la misma
manera. Lo que tenemos en mente es la definicién segin la cual 2 es igual a g cuando

ad = bc. De acuerdo con esto, tenemos la siguiente definicion.

Dos matrices de m x n, A = [a;] y B = [D;], son iguales si a;=">b
< n, es decir, si los elementos correspondientes son iguales.

pl<i<m1<j
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EJEMPLO 9

DEFINICION

EJEMPLO 10

EJEMPLO 11

Ecuaciones lineales y matrices

Las matrices

1 2 -1 1 2 w
A=12 =3 4 y B=1|2 X 4
0 —4 5 y —4  z
sonigualessiw =—1,x=-3,y=0yz=>5. n

A continuacién definiremos varias operaciones que producirdn nuevas matrices a
partir de otras. Estas operaciones son ttiles en las aplicaciones que involucran matrices.

SUMA DE MATRICES

SiA = lajly B = [bl-j] son matrices de m x n, la suma de A y B da por resultado la
matriz C = [c;] de m x n, definida por
C,'jzaij+b[j i<i<m1<j<n.

Es decir, C se obtiene sumando los elementos correspondientes de A y B.

Sean
1 -2 4 [0 2 —4
A:[z ~1 3} yoB=11 3 1]
Entonces
_[1+0 242 4+(4H] _[1 0 o0
A+B—[2+1 —1+3 341 _—[3 2 4] .

Observe que la suma de las matrices A y B s6lo se define cuando A y B tienen el
mismo nimero de filas (renglones) y el mismo niimero de columnas; es decir, s6lo
cuando A y B son del mismo tamafio.

establecemos la convencidn, al escribir A + B entendemos que A y B tienen el mis-
mo tamafo.

Hasta el momento, la suma de matrices s6lo se ha definido para dos matrices. En
ocasiones, sin embargo, nuestro trabajo exigird que sumemos mds de dos matrices. El
teorema 1.1 de la seccidn siguiente muestra que la suma de matrices satisface la propie-
dad asociativa. A + (B + C) = (A + B) + C. En la seccion 1.4 se consideran mas pro-
piedades de las matrices, mismas que son similares a que satisfacen los niimeros reales.

(Produccion) Un fabricante de cierto producto realiza tres modelos, A, B 'y C. Algunas
partes artes de cada uno se elaboran en la fabrica F{, ubicada en de Taiwdn, y después
se terminan en la fabrica F,, de Estados Unidos. El costo total de cada producto consta
de los costos de manufactura y de embarque. En consecuencia, los costos (en délares) de
cada fébrica pueden describirse mediante las matrices F; y F, de 3 x 2:

Costo de Costo de

manufactura embarque
32 40 Modelo A
F, = 50 80 Modelo B
70 20 Modelo C
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EJEMPLO 13

Solucion
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Costo de Costo de
manufactura embarque

40 60 Modelo A
F, = 50 50 Modelo B
130 20 Modelo C

La matriz F; 4+ F, proporciona los costos totales de manufactura y embarque de cada
producto. Asi, los costos totales de un producto del modelo C son $200 y $40, respec-
tivamente. u

MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

Si A = [a;] es una matriz de m x n'y r es un nimero real, el miltiplo escalar de A por
1, A, es la matriz B = [bij] de m x n, donde

bjj = ra; i<i<m,1<j<n).
Es decir, B se obtiene multiplicando cada elemento de A por r.

Si A 'y B son matrices de m x n, escribimos A +(—1)B como A — B, y denomina-
mos a esto diferencia de A y B.

2 3 s 2 -1 3
A=[4 2 1] y 32[3 5—2]

Sean

Entonces

_[2-2 341 —5-3]_Jo 4 -8
A_B—[4—3 2-5 1+2]—[1 -3 3]'

|
Seap =[18.95 14.75 8.60] un 3-vector que representa los precios actuales de tres

articulos almacenados en una bodega. Suponga que el almacén anuncia una venta en
donde cada uno de estos articulos tiene un descuento de 20 por ciento.

(a) Determine un 3-vector que proporcione el cambio en el precio de cada uno de los
tres articulos.

(b) Determine un 3-vector que proporcione los precios nuevos de los articulos.

(a) Como el precio de cada articulo se reduce 20%, el 3-vector

0.20p = [(0.20)18.95 (0.20)14.75 (0.20)8.60]
=[3.79 295 1.72]

proporciona la reduccién de los precios para los tres articulos.
(b) Los precios nuevos de los articulos estdn dados mediante la expresion

p—020p=[1895 1475 8.60]—[3.79 2.95 1.72]
= [15.16 11.80 6.88].

Observe que esta expresion también puede escribirse como

p — 0.20p = 0.80p. |
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EJEMPLO 14

DEFINICION

EJEMPLO 15

SiA, Ay, ..., A son matricesde m X ny cy, ¢y, . . . , €} SON nimeros reales, enton-
ces una expresion de la forma

A1+ Ay + -+ Ak ()
se denomina combinacién lineal de A, A,, .. . , A, y ¢1, €2, - - ., ¢ se llaman coe-
ficientes.

(a) Si
0 -3 5 5 2 3
A =12 3 4 y A= 6 2 310,
1 -2 -3 -1 -2 3

entonces C = 3A; — %Az es una combinacion lineal de A; y A,. Por medio de la
multiplicacién por un escalar y la suma de matrices, podemos calcular C:

0o -3 5] [s5s 2 3
c=3|2 3 4|-Z| 6 2 3
1 -2 3| 2|1 =2 3

5 27

-3 —10 %

_ 21

=l 3 8 2

7 21

3 S %

(b) 2[3 —2]-3[5 0]+ 4[—2 5] esunacombinacién lineal de [3 —2],[5 O]y
[—2 5]. Puede calcularse (verifiquelo) para obtener [—17 16].

1 0.1 1 0.1
(¢) =0.5| —4 | + 0.4 | —4 | es una combinacién linealde | =4 |y | —4 |.
—6 0.2 —6 0.2
—0.46
Puede calcularse para obtener (verifiquelo) 0.4
3.08

LA TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ
Si A = [a;] es una matriz de m x n, la matriz A7 = [alT,] de n x m, donde
aiT,-:aj,- I<i<nl1=<j<m

es la transpuesta de A. En consecuencia, las entradas en cada fila de AT son las entra-
das correspondientes en la columna de A.

Sean
6 2 —4 5 4
Az[g _g _ﬂ B=|3 -1 2, C=|-3 2|,
0 4 3 2 -3
2
D=[3 -5 1], E=]|-I
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Entonces
4 0 6 0
AT=|-2 5], BT =| 2 -1 4],
3 =2 —4 3
5 -3 2 3
T - T T
C :[4 2 _3:|, D" = —? s y E :[2 —1 3].
[ |

MATRICES DE BINARIAS (OPCIONAL)

En gran parte de nuestro trabajo con dlgebra lineal utilizaremos matrices y vectores cu-
yas entradas son nimeros reales o complejos. Por lo que los célculos, como combinaciones
lineales, se determinan utilizando propiedades de las matrices y la aritmética estandar de
base 10. Sin embargo, el continuo desarrollo de la tecnologia de computo ha traido al
primer plano el uso de la representacion binaria (base 2) de la informacién. En casi to-
das las aplicaciones de computo, como juegos de video, comunicaciones mediante fax,
transferencia electrénica de dinero, comunicaciones satelitales, DVD o la generacion de
musica en CD, la matematica subyacente es invisible y por completo transparente para
el espectador o el usuario. La informacién codificada en representacion binaria esta tan
extendida y desempefia un papel tan importante que estudiaremos brevemente algunas
de sus caracteristicas. Iniciaremos con un andlisis general de la suma y multiplicacién
binarias, y luego hablaremos de una clase especial de matrices binarias, que tiene un lu-
gar clave en la teorfa de la informacién y la comunicacion.

La representacion binaria de la informacién sélo utiliza dos simbolos, 0 y 1. La in-
formacion estd codificada en términos de 0 y 1 en una cadena de bits". Por ejemplo, en
lenguaje binario, el nimero decimal 5 se representa mediante la cadena 101, que se in-
terpreta en términos de base 2 como sigue:

5=102% 4 02" + 1(2%.

Los coeficientes de las potencias de 2 determinan la cadena de bits, 101, que pro-
porciona la representacion binaria de 5.

Al igual que utilizamos aritmética de base 10 cuando tratamos con niimeros reales
y complejos, en otros escenarios empleamos aritmética de base 2, es decir, aritmética
binaria. La tabla 1.1 muestra la estructura de la suma binaria, y la tabla 1.2 la estructu-
ra de la multiplicacién binaria.

Tabla 1.1 Tabla 1.2
+ 0 1 X 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0

Las propiedades de la aritmética binaria permiten la representacion de combinacio-
nes de nimeros reales en forma binaria, suele estudiarse en cursos basicos de ciencias
de la computacion, o en cursos de matemdticas finitas o discretas. No desviaremos
nuestra atencién para analizar tales temas en este momento. En cambio, nuestro objeti-
Vo se centrard en un tipo particular de matrices y vectores cuyas entradas son digitos bi-
narios. Esta clase de matrices y vectores es importante en el estudio de la teorfa de la
informacién y en el campo de matemadticas de cddigos de correccion de errores (tam-
bién llamado teoria de codificacion).

*Un bit es un digito binario (del inglés binary digit); esto es, un 0 o un 1.



18 Capitulo 1 Ecuaciones lineales y matrices

DEFINICION

EJEMPLO 16

EJEMPLO 17

EJEMPLO 18

EJEMPLO 19

Una matriz binaria’ de m x n, es una matriz en que todas las entradas son bits. Esto
es, cada una de sus entradas es yasea 0 o 1.

Un n-vector (o vector) binario es una matrizde 1 x node n x 1, todas cuyas en-
tradas son bits.

1 00

A= |1 1 1] esunamatriz binaria de 3 x 3. |
010
1
1

v = | 0 [ es un 5-vector binario, y u = [0 0 0 0] es un 4-vector binario. |
0
1

Las definiciones de suma de matrices y multiplicacién por un escalar se aplican
también a las matrices binarias, siempre y cuando utilicemos aritmética binaria (de ba-
se 2) para todos los cdlculos, y 0y 1 como Unicos escalares posibles.

10 11
Sean A= |1 1|y B =0 1][.Pormedio de la definicién de la suma de matri-
0 1 10

ces y con ayuda de la tabla 1.1, tenemos

1+1 041 0 1
A+B=|14+0 1+1|{=1]1 0
0O+1 140 1 1 n

Las combinaciones lineales de matrices binarias o n-vectores binarios son muy fa-
ciles de calcular con ayuda de las tablas 1.1 y 1.2, si se toma en cuenta el hecho de que
los tnicos escalares son 0 y 1.

Sean ¢c1=1,c0=0,c5=1,u; = I:(l):|,u2 = |:(1):| y uz = |}:| Entonces

ciua; + couy +czuz =1 ! +0 0 +1 !
0 1_ 1
[1 0 1
=[o] +[o] + 1

[(140)+1]

[(0+0)+ 1)
1+ 1} _ [0}

_0+1 1 -
De acuerdo con la tabla 1.1, tenemos que 0 + 0 =0y I + 1 = 0. Por lo tanto, el

inverso aditivo de 0 es 0 (como es usual), y el inverso aditivo del 1 es 1. De aqui que,
para calcular la diferencia de matrices binarias A y B, procedemos como sigue:

A—B =A+4(inversode 1) B=A+1B = A+ B.

Como podemos ver, la diferencia de matrices binarias no aporta nada nuevo a las rela-
ciones algebraicas entre matrices binarias.

Las matrices binarias también se llaman matrices booleanas.



Términos clave

Matriz n-vector (o vector)
Filas (renglones) Matriz diagonal
Columnas Matriz escalar

Tamaiio de una matriz

Matriz cuadrada

Diagonal principal de una matriz
Elemento (o entrada) de una matriz
ij-ésimo elemento

entrada (i, j)

0, vector cero

Google®
Matrices iguales
Suma de matrices
Muiltiplo escalar

R", el conjunto de todos los n-vectores
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Multiplo escalar de una matriz
Diferencia de matrices
Combinacién lineal de matrices
Transpuesta de una matriz

Bit

Matriz binaria (o booleana)
Matriz triangular superior
Matriz triangular inferior

1.2 Ejercicios

1.

3.

Sean
4
2 -3 5
A=[6 -5 4}’ B=1-31
5
y
7 3 2
C=|-4 3 5
6 1 -1

(a) ¢Cudles son los valores de ayy, az, ar3?
(b) ¢Cudles son los valores de by, b3;?
(c) (Cudles son los valores de ¢y3, c31, €337

Si
a+b c+d|_|[4 6
c—d a—b|" |10 21
determine a, b, c y d.
Si
a+2b 2a —b| |4 -2
2c+d c—=2d| |4 -3|’

determine a, b, c y d.

En los ejercicios 4 a 7, sean

4.

3 -1 3
c=14 1 5|, D=B _i],
2 1 3
-4 5
E=|0 1 4], F:[_; ﬂ
302 1
000
y 0=]0 0 0.
000

De ser posible, calcule la combinacién lineal que se indica
en cada caso:

(a C+EyE+C (b) A+ B
(¢) D-F (d) =3C+ 50
(e) 2C —3E () 2B+ F

5.

10.

De ser posible, calcule la combinacion lineal que se indica
en cada caso:

(a) 3D+ 2F
() 3(2A)y 6A

(c) 3A+24y 54

(d) 2(D + F)y 2D +2F
(e) 243)Dy2D+3D
(f) 3(B+ D)

De ser posible, calcule:
@ ATy @h"

) (C+ETycr+ET
(¢) @D+ 3R

(d) bD—-DT

e) 2AT + B

(H @D-2R)T

De ser posible, calcule:
@ (A)"

(b) A-B)

(c) 3BT -24)T

(d) 34T -5BH)T

@ (=A)"y—@Ah

) (C+E+F)H

(La matriz |:(3) g] es una combinacién lineal de las matri-

10 1 0 ) .
ces g 1|Y|o o]?Justifique su respuesta.

(La matriz [g _;] es una combinacion lineal de las

. 10 Loy .
matrices | o [ Y| |7 Justifique su respuesta.

Sean
1 2 3 1 0 0
A=1|6 -2 3 y ]3 =10 1 0
5 2 4 0 0 1

Si \ es un nimero real, calcule A I3 — A.
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Los ejercicios 11 a 15 tienen que ver con matrices binarias.

1 0 1 0 1 1
11. SeenA=|1 1 O0|,B=|1 0 1],y
0 1 1 1 1 0
1 1 0
C=1]0 1 1. Calcule cada una de las expresiones
1 0 1
siguientes:
(a) A+ B b B+C ©A+B+C
d A+CT (e)B — C.

1 0 1 0 1 1
12. SeanA+[1 O],B=[O 1]’C:[O 0],y

@ A+B () C+D (©A+B+(C+D)
dC-—B  (©A—B+C—D.
10
13. Sea A = [O O]'

0 0
(a) Determine B de manera que A + B = |:O 0i|.

(b) Determine C de manera que A +C = [i }]

14. Seau=[1 1 0 O0]. Determine el 4-vector v tal que
u+v=[l 1 0 0]
0
1

15. Seau=[0 1 1]. Determine el 4-vector v tal que

0 u+v=J[1 1 1].
D= [1 O]' Calcule cada una de las expresiones siguientes:
Ejercicios tedricos
T.1. ]?ernuestre que la suma y l?. diferencia de dos matrices Cay, 0 0 0
diagonales es una matriz diagonal. @ an 0 0
ay an ap 0 0
T.2. Demuestre que la suma y la diferencia de dos matrices es-
calares es una matriz escalar.
0
T.3. Sea Lan Qo s ot g |
Matriz triangular inferior
b ¢ (Los elementos que estan arriba de la diagonal principal son cero.)
A= |c d e
e e f (a) Demuestre que la suma y la diferencia de dos matri-

(a) Calcule A —AT.
(b) Calcule A + AT,
(c) Calcule (A + AT
T.4. Sea 0 la matriz de n x n tal que todas sus entradas son

cero. Demuestre que si k es un nimero real y A es una
matriz de n x n tal que kA = O, entonces k =00 A = O.

T.5. Una matriz A = [q;j] se denomina triangular superior si
a; = 0 parai > j. Se llama triangular inferior si a; = 0

parai < j.
Ay Ay e e eee din
0 axn Aon
0 0 ap -+ - ay
L 0 0 0 - 0 au]

Matriz triangular superior
(Los elementos que estdn debajo de la diagonal
principal son cero.)

ces triangulares superiores es una matriz triangular
superior.

(b) Demuestre que la suma y la diferencia de dos matri-
ces triangulares inferiores es una matriz triangular in-
ferior.

(c) Demuestre que si una matriz es al mismo tiempo
triangular superior y triangular inferior, entonces es
una matriz diagonal.

T.6. (a) Demuestre que si A es una matriz triangular superior,
entonces AT es triangular inferior.

(b) Demuestre que si A es una matriz triangular inferior,
entonces A7 es triangular superior.

T.7. Si A es una matriz de n x n, {cudles son las entradas de
la diagonal principal de A — A”? Justifique su respuesta.

T.8. Six es un n-vector, demuestre que x + 0 = x.

Los ejercicios T.9 a T.18 tienen que ver con matrices binarias.

T.9. Haga una lista de todos los posibles 2-vectores binarios.
(Cudntos hay?

T.10. Haga una lista de todos los posibles 3-vectores binarios.

(Cudntos hay?

T.11. Haga una lista de todos los posibles 4-vectores binarios.

(Cuantos hay?



T.12.

T.13.

T.14.
T.15.
T.16.

T.17.

(Cudntos 5-vectores binarios hay? ;Cudntos n-vectores
binarios existen?

Haga una lista de todas las posibles matrices binarias de
2 x 2. ;Cudntas hay?

(Cuantas matrices binarias de 3 x 3 hay?
(Cudntas matrices binarias de n x n existen?

Represente con 0 la palabra OFF y con 1 la palabra ON
(los términos de muchos aparatos electronicos para “apa-
gado” y “encendido”, respectivamente), y sea

ON ON OFF
A= |OFF ON OFF
OFF ON ON

Determine la matriz B de ON/OFF tal que A + B sea una
matriz con cada entrada igual a OFF.

Represente con 0 la palabra OFF y con 1 la palabra ON, y
sea

ON ON OFF
A= |OFF ON OFF
OFF ON ON

Determine la matriz B de ON/OFF tal que A + B sea una
matriz con cada entrada igual a ON.
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T.18. Un interruptor de luz normal tiene dos posiciones (o esta-
dos) encendido y apagado. Suponga que la matriz binaria

1 0
A=10 1
11
representa un conmutador de interruptores en donde O re-
presenta apagado y 1 representa encendido.
(a) Determine una matriz B tal que A + B represente el
conmutador de interruptores con el estado de cada in-
terruptor invertido”.

(b) Sea

C =

[

1
0
0
(La matriz B del inciso (a) también “invertird” los es-

tados del conmutador de interruptores representado
por C? Verifique su respuesta.

(c) Si A es cualquier matriz binaria de m x n que repre-
senta un conmutador de interruptores, determine una
matriz binaria B de m x n tal que A + B “invierta”
todos los estados de los interruptores en A. Justifique

49

por qué B “invertird” los estados de A.

Ejercicios con MATLAB

Para utilizar MATLAB en esta seccion, primero deberd leer las
secciones 12.1 'y 12.2, las cuales proporcionan informacion bdsica
acerca del programa asi como de las operaciones matriciales con
el mismo. Le pedimos que siga con cuidado los ejemplos o ilustra-
ciones de las instrucciones de MATLAB que aparecen en las
secciones 12.1 y 12.2 antes de intentar realizar estos ejercicios.

ML.1. Introduzca las siguientes matrices en MATLAB.

5 1 2
A=|-3 0 1],

2 4 1

42 2/3

B=| 1/201 5-82
0.00001 (9+4)/3

Utilice los comandos apropiados de MATLAB para desple-

gar lo siguiente:

(@) a3, by3, bya.

(b) fila;(A), columnaz(A), filay(B).

(c) Escriba el comando format long de MATLAB y des-
pliegue la matriz B. Compare los elementos de B in-
dicados en el inciso (a) y los del despliegue actual.
Observe que el comando format short despliega los

valores redondeados a cuatro decimales. Restablezca
el formato a format short.

ML.2. Escriba el comando H = hilb(5) en MATLAB; (Observe
que el dltimo cardcter es un punto y coma, el cual sirve
para suprimir el despliegue del contenido de la matriz H;
vea la seccion 12.1.). Para obtener mas informacion acerca
del comando hilb, escriba help hilb. Utilice los coman-
dos apropiados de MATLAB para hacer lo siguiente:

(a) Determine el tamafio de H.

(b) Despliegue el contenido de H.

(c) Despliegue el contenido de H como niimeros racio-
nales.

(d) Extraiga las tres primeras columnas como una matriz.

(e) Extraiga las dos ultimas filas (renglones) como una
matriz.

Los ejercicios ML.3 a ML.5 emplean matrices binarias y los co-

mandos complementarios descritos en la seccion 12.9.

ML.3. Utilice bingen para resolver los ejercicios T.10 y T.11.

ML.4. Utilice bingen para resolver el ejercicio T.13. (Sugeren-
cia: una matriz de n x n contiene el mismo nimero de
entradas que un n’-vector.)

ML.5. Resuelva el ejercicio 11 utilizando binadd.

EEl PRODUCTO PUNTO Y MULTIPLICACION DE MATRICES

En esta seccidn presentaremos la operacion de multiplicacién de matrices. A diferencia
de la suma, algunas de las propiedades de la multiplicacion de matrices la distinguen de
la multiplicacién de nimeros reales.
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DEFINICION

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

Solucion

I E)

El producto punto o producto interior de los n-vectores a y b es la suma de los pro-
ductos de las entradas correspondientes. En consecuencia, si

aq bl
ay b2
a—= . y b= i i
ap bn
entonces
a.b=a1b1+a2b2+..'+a”bﬂzzaibl’,* (1)
i=1

De manera similar, si a o b (o ambas) son n-vectores escritos como una matriz de 1 x n,
el producto punto a - b estd dado por (1). El producto punto de los vectores en C" se
define en el apéndice A.2.

El producto punto es una operacion importante que usaremos tanto en ésta como
en secciones posteriores.

El producto punto de

1 2
-2 3
Y=l Y YT 2
4 1
€S
u-v=(1)2)+ (=2)3) + 3)(=2) + 4)(1) = —6. u
4

Seana=[x 2 3]yb=|1]|. Sia.b= —4, determine x.
2

Tenemos

a-b=4x+2+6=—-4
4x +8=—4
x=-3. [ |

(Aplicacion: calculo de la calificacion promedio de un curso) Suponga que un pro-
fesor utiliza cuatro notas para determinar la calificacién promedio que obtiene un estu-
diante en un curso: cuestionarios, dos exdmenes de una hora y un examen final. Cada
una de estas notas tiene una ponderacién de 10, 30, 30 y 30%, respectivamente. Si las
calificaciones de un estudiante son, en cada rubro, 78, 84, 62 y 85, podemos calcular el
promedio del curso haciendo

0.10 78
030 |84
Y=1030 Y 8= |q

0.30 85

y calculando
w - g = (0.10)(78) + (0.30)(84) + (0.30)(62) + (0.30)(85) = 77.1.

Ast, el promedio del curso del estudiante es 77.1. [ |

*Tal vez ya esté familiarizado con esta titil notacion, la notacién de suma. De cualquier manera, la analizare-
mos con detalle al final de esta seccion.
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MULTIPLICACION DE MATRICES

DEFINICION Si A = [a;] es una matriz de m x p, y B = [b;j] es una matriz de p x n, el producto de
A'y B, que se denota mediante AB, es la matriz C = [c;] de m x n, definida como

cij = anbyj + aipbyj + -+ + aipbp;
L 2
= auby; (1<i<m,1<j<n).
=1

La ecuacién (2) dice que el i, j-€simo elemento de la matriz producto es el produc-
to punto de la i-€sima fila, fil; (A) y la j-€sima columna, col;(B) de B; esto se muestra
en la figura 1.4.

Figura 1.4 » ay  ap ... ay col,(B)
dyp Ay ... gy, by by ... by by,
b2l b22 sz bZn
fil,(A) | ay ap ... a4
by by by bpn
L 9m1 w2 Dnp |

cn Cin
1 Cp Con

P
fil,(A) - col,(B) = Z aybyj
k=1

Observe que el producto de A y B sélo estd definido cuando el niimero de filas de
B es exactamente igual al nimero de columnas de A, como se indica en la figura 1.5.

Figura 1.5» 4 B - AB

mx n
m x p p X n

| e |

iguales

tamafio de AB

EJEMPLO 4 I
-2 5
Entonces

AB — [(1)(—2) + A +(=1D(2) (D(GS) +(2)(=3) + (—1)(1)}

BG)=2)+ (MDA +H2)  B)S) + (DH(=3) + (D)

-[s 34 .
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EJEMPLO 5

Soluciéon

EJEMPLO 6

EJEMPLO 7

Solucién

Ecuaciones lineales y matrices

Sean
1 =2 3 1 4
A= 14 2 1 y B= 3 -1
0 1 =2 -2 2

Calcule la entrada (3, 2) de AB.

Si AB = C, la entrada (3, 2) de AB es c3p, que es fil3(A) - col,(B). Ahora tenemos

4
fil3(A)-col(B) =[0 1 —2].|—-1|=-5.
|
El sistema lineal
xX+2y— z=2
3x +4z=5
puede escribirse (verifiquelo) por medio del producto de matrices como
12 =17 2
30 4|75
< [
Sean
2
1 X 3
A= |:2 1 1i| y B=|4
y
. 12 .
Si AB = 6! determine x y y.
Tenemos
2
AB — 1 x 3 4l — 2+4x +3y | |12
12 -1 1 T 4—4+y || 6|
y
Entonces
y= 6,
porloquex =—-2yy==6. |

Las propiedades basicas de la multiplicacién de matrices se estudiardn en la sec-
cién siguiente. Por lo pronto, diremos que la multiplicacién de matrices requiere mu-
cho mds cuidado que la suma, ya que las propiedades algebraicas de la multiplicacion
de matrices difieren de las que satisfacen los nimeros reales. Parte del problema se de-
be al hecho de que AB se define s6lo cuando el nimero de columnas de A es igual al
nimero de filas de B. En consecuencia, si A es una matriz de m x p y B es una matriz
de p x n, AB es una matriz de m x n. ;Qué ocurre con BA? Pueden suceder cuatro si-
tuaciones diferentes:

1. Es posible que BA no esté definido; esto pasard si n # m.

2. Si BA esta definida, lo que significa que m = n, entonces BA es de p x p, mientras
que AB es de m x m; de esta manera, si m # p, AB'y BA son de tamafios diferentes.



EJEMPLO 8
EJEMPLO 9
EJEMPLO 10

EJEMPLO 11
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3. Si AB y BA son del mismo tamafio, pueden ser iguales.
4. Si AB y BA son del mismo tamaiio, pueden ser diferentes.

Si A es una matriz de 2 x 3 y B es una matriz de 3 x 4, AB es una matriz de 2 x 4,
mientras que BA no estd definida. [ |

Sean A de 2 x 3y Bde 3 x 2. Entonces AB es de 2 x 2, mientras que BA es de
3 x 3. [ |

Sean
aeln 3] e ]
Entonces
AB = |:_§ 3] mientras que BA = I:_} ;:| .
En consecuencia, AB # BA. [ |

Uno se preguntaria por qué la igualdad y la suma de matrices se definen de mane-
ra natural, mientras que la multiplicacién de matrices parece mucho mas complicada.
El ejemplo 11 nos proporciona una idea al respecto.

(Ecologia) Una siembra se rocia con pesticidas para eliminar insectos dafinos; sin em-
bargo, las plantas absorben parte de las sustancias. Luego, los animales herbivoros de
la zona comen las plantas contaminadas y absorben los pesticidas. Para determinar la
cantidad de pesticida absorbida por uno de esos animales, procedemos de la manera si-
guiente. Suponga que tenemos tres pesticidas y cuatro plantas. Sea a;; la cantidad de
pesticida i (en miligramos) absorbida por la planta j. Esta informacién puede represen-
tarse mediante la matriz

Planta 1 Planta2 Planta 3 Planta 4

2 3 4 3 Pesticida 1
A= 3 2 2 5 Pesticida 2
4 1 6 4 Pesticida 3

Imagine ahora, que tenemos tres animales herbivoros, y sea b;; la cantidad de plantas
del tipo i que uno de ellos, de tipo j, come mensualmente. La informacién puede repre-
sentarse mediante la matriz

Herbivoro 1 Herbivoro 2  Herbivoro 3

20 12 8 Planta 1

B — 28 15 15 Planta 2
- 30 12 10 Planta 3
40 16 20 Planta 4

La entrada (i, j) de AB proporciona la cantidad de pesticida del tipo i que ha absorbido
el animal j. En consecuencia, sii =2y j = 3, la entrada (2, 3) de AB es
3(8) + 2(15) + 2(10) + 5(20)
= 174 mg de pesticida, 2 absorbidos por el herbivoro 3.
Ahora bien, si tuviéramos p animales carnivoros (como el hombre) que se comen a los

herbivoros, podriamos repetir el andlisis para determinar cudnto pesticida absorbe cada
uno. |
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EJEMPLO 12

Observacion

EJEMPLO 13

A veces es util poder determinar una columna en el producto matricial AB sin te-
ner que multiplicar las dos matrices. Puede demostrarse (ejercicio T.9) que la j-ésima
columna del producto matricial AB es igual al producto matricial Acoly(B).

Sean
1 2
A=| 3 4| y B:|:_§ g ﬂ
—1 5
Entonces, la segunda columna de AB es
1 2 3 7
ACOlz(B) = 3 4 |:2:| =117
—1 5 7 m

Si u y v son n-vectores, puede demostrarse (ejercicio T.14) que si los consideramos
como matrices de n x 1,

ll'V=llTV.

Esta observacion nos servird en el capitulo 3. De manera similar, si u'y v se consideran
matrices de 1 x n, entonces

ll-V:llVT.

Por dltimo, si u es una matrizde 1 X ny ves unamatrizden x 1,u - v =uv.

1 2
Sean u = 2|y v=|-—1|. Entonces
=3 1

u-v=102)+2(—1)+ (=3)(1) = -3.
Ademas,

2
u'v=[1 2 =3]|-1|=1Q2) +2(- 1)+ (=3)(1) + -3.
1

EL PRODUCTO MATRIZ-VECTOR ESCRITO EN TERMINOS
DE COLUMNAS

Sea
ayp dip - dip
dyy dyp -+ Ay
A=
am1 Am2 - Amun
una matriz de m X n,y sea
C1
(&)
C =

Cn
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un n-vector, es decir una matrizden x 1. ComoAesdem x ny cesden x 1, el pro-
ducto matricial Ac es la matriz de m x 1

fan an -+ an 1 renglén;(A) - ¢
a ap - ay || renglény(A) - ¢
AC == =
Lam1 Am2  “° Qmn Cn renglén,,(A) - ¢
_ (3)
apcy +apcy+ -+ anc,
@1C1 +ancy + -+ axpcy
Lam1C1 + am2C2 +---+ AmnCn
El lado derecho de esta expresion puede escribirse como
ari ann din
as an ary
C1 . +CZ . +"'+Cn . (4)
am1 am2 Amn

= c1col{(A) + cycolr(A) 4 - - - 4+ c¢,c0l,(A).
En consecuencia, el producto Ac de una matriz A de m x n'y una matriz ¢ de n x 1 pue-

de escribirse como una combinacién lineal de las columnas de A, en las que los coefi-
cientes son las entradas en c.

EJEMPLO 14 RN

2
2 -1 -3
A:[4 2—2] yoe=|7

Entonces, el producto Ac escrito como una comunicacion lineal de las columnas de

| RS R = = A

Si A es una matriz de m x p y B es una matriz de p x n, podemos concluir que la
J-€ésima columna del producto AB se puede escribir como una combinacién lineal de las
columnas de la matriz A, en la que los coeficientes son las entradas en la j-ésima co-
lumna de la matriz B:

col;(AB) = Acol;(B) = by jcoli(A) + byjcolr(A) + - - - + b ;col ,(A).

J|AVIJHOMEM Si Ay B son las matrices definidas en el ejemplo 12, entonces
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Las columnas de AB como combinaciones lineales de las columnas de A estdn dadas por

4 1 2
colj(AB)=| 6| =Acoly(B)=—-2| 3|+3]|4
17| —1 5
7] [ 1] 2]
col(AB) = | 17 | = Acol(B) =3 | 3| +2]|4
7] 1] 5 ]
6] [ 1] 2]
cols(AB) = | 16 | = Acols(B) =4 | 3| +1]|4
1] 1] 5] -

SISTEMAS LINEALES

A continuacién generalizaremos el ejemplo 6. Consideremos el sistema lineal de m
ecuaciones en n incégnitas,

anxy + apxy + -+ apx, = by
arixy + anxy; + -+ ayx, = by

)]
a1 X1 + QX2 + -0+ QGupXp = bm~

Ahora definamos las siguientes matrices:

ay  ap - ap X b
ar axn asy X2 by
A= . X = , b=
am1 Am2 - Aun Xn bm
Entonces
app ap - A X1 anxy + apxy + -+ amx,
ay axp - dy X2 ar1 Xy + anxs + -+ awx,
AX = . . . L=
Aml Am2 - App Xn Am1X1 + am2X2 + -+ AmnXn

Las entradas en el producto Ax son sélo los lados izquierdos de las ecuaciones en
(5). Por lo tanto, el sistema lineal (5) puede escribirse en forma matricial como

Ax =b.

La matriz A es la matriz de coeficientes del sistema lineal (5), y la matriz

an ap -+ ai b
apy apn -+ dy ! by

. : E 9’
Aml Am2 " Amup | bm

obtenida al agregar la columna b a A, se denomina matriz aumentada del sistema li-
neal (5). La matriz aumentada de (5) se escribe como [A f b]. Reciprocamente, cual-
quier matriz con mds de una columna puede considerarse la matriz aumentada de un
sistema lineal. La matriz de coeficientes y la matriz aumentada tienen una funcién esen-

cial en nuestro método de solucion de sistemas lineales.



EJEMPLO 16

EJEMPLO 17

EJEMPLO 18
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Considere el sistema lineal
—2x + z=5

2x +3y —4z=7
3x + 2y + 2z =3.

Si hacemos
-2 0 1 X 5
A=| 2 3 4|, x=|y y b=|T7],
3 2 2 z 3

podemos escribir el sistema lineal dado en forma matricial, como
Ax = b.

La matriz de coeficientes es A y la matriz aumentada es

[\
N W o
|
~
W 3 W

La matriz

2 -1 3 14
3 0 2 150
es la matriz aumentada del sistema lineal
2x —y+3z=4
3x + 2z =5. [ |

Con base en el andlisis anterior, se desprende que el sistema lineal en (5) puede es-
cribirse como una combinacidn lineal de las columnas de A, como

an ap ain by
as an sy by

xl . :XZ . +...+xn . = . (6)
am1 am2 Amn bm

Reciprocamente, una ecuacion las de (6) siempre describe un sistema lineal como en (5).

Si comenzamos con una matriz A = [a;;] de m x n, y eliminamos algunas filas (renglo-
nes) o columnas (pero no todos), obtenemos una submatriz de A.

Sea
1 2 3 4
A=|-=2 4 -3 5
3 0 5 -3

Si eliminamos la segunda fila y la tercera columna, obtenemos la submatriz

[124}
30 -3 -
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Para subdividir una matriz en submatrices, se pueden trazar rectas horizontales en-
tre las filas (renglones) y rectas verticales entre las columnas. Por supuesto, la particién
se puede realizar de muchas formas distintas.

EJEMPLO 19 EE¥ERETG"
ap an a3 ai ds

se puede separar como

También podriamos escribir

an  az . aiz a4 dis

A ax1 axp | ax; Ay i dss A A Ap )
e e [ = | ~---" te====" 1====-
a ax | a ass | a RV
31 a3 a3 azg ! ass 2| An | Ax

Qaq1  Aqp 1 443 Q44 | 445

lo cual da otra particion de A. En consecuencia, podemos hablar de particiones de una

matriz. [ |
EJEMPLO 20 La matriz aumentada de un sistema lineal es una matriz con una particién. Asi, si AX =
b, podemos escribir la matriz aumentada de este sistema como [A b]. [ |

Si A y B son matrices de m X n que tienen una particién de la misma forma, A +
B se obtiene simplemente sumando las submatrices correspondientes de A y B. De ma-
nera andloga, si A es una matriz con una particion, el miltiplo escalar cA se obtiene for-
mando el mdltiplo escalar de cada submatriz.

Si A se divide como en (7) y

by b12§b13 b4

bu by by bu| | Bu: B
B = b3 b3 ibyz by |= _I?gg_f Bxn |,
bs1 bap 1 baz buy B3 ' B3

entonces un cdlculo directo nos muestra que

AR — (A11Bi1 + AaBy + A3B3) (A1 By + A12By + A3 Ban)

(A21B1 + ApByy + A23B31) | (A2 Bia + A By + Ay B3)

EJEMPLO 21 Sea

1 0:1 0

A 0203 1 _[_4_11__4‘_1_2.]
2 0 =4 0 Ajp i Ay
0 1:0 3
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y sea
2 0 0:1 1 —1
g | 0 1L 1=l 2 20 [By:Bp
1 3 0:0 1 0 By | By
-3 -1 21 0 -1
Entonces

donde Cy; debe ser A; B + A12B5;. Verificamos como sigue que C;; es esta expre-

sion:
1 o]f2 o o0 1 0 1 3 0
A B+ A;pBy = 0 2} [0 1 1]—1—[3 _1:| |:_3 1 2:|
2 0o o L300
0 2 2 6 10 -2
3 3 0
=6 1 o} =Cn .

Este método de multiplicacién de matrices con una particién también se conoce co-
mo multiplicacién por bloques. Las matrices con particién son dtiles al trabajar con
matrices que exceden la capacidad de memoria de una computadora. De esta manera,
al multiplicar dos matrices con particién se pueden conservar las matrices en un disco
y llevar a la memoria solamente las submatrices necesarias para formar sus productos.
Por supuesto, el resultado puede guardarse en el disco conforme se vaya calculando. La
particion de las matrices debe hacerse de modo que los productos de las matrices corres-
pondientes estén definidos. Gracias a la tecnologia de computo actual, las computado-
ras con procesamiento paralelo utilizan las particiones para realizar mas rapidamente
los célculos con matrices.

La particién de una matriz implica una subdivision de la informacién en bloques o
unidades. El proceso inverso consiste en considerar matrices individuales como bloques
y unirlas para formar una matriz por bloques. El tnico requisito es que, después de unir
los bloques, todas las filas y todas las columnas tengan el mismo nimero de entradas.

Sean

2 9 8 —4
B:H, cC=[1 -10] vy D:[6 7 5|

Entonces tenemos

‘ 9 8§ —4
‘ 219 8 —4 D
piot=[0 8 5 3 (e -] enrs).

' 9 8 _4 ' 1
Dl 7| _ L
[[C] © ]_ 6.7 2.~
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EJEMPLO 23

EJEMPLO 24

EJEMPLO 25

Una préctica comtn en muchas aplicaciones, consiste en hacer la unién de matri-
ces en bloques para extender las estructuras de informacién. Por ejemplo, suele conser-
varse la informacién de las ventas mensuales de cada afio en una matrizde 1 x 12,y
luego unir tales matrices para construir la matriz de ventas histdricas de varios afios. De
manera similar, los resultados de nuevos experimentos de laboratorio se adjuntan a la
informacién existente para actualizar una base de datos en una investigacion.

En el ejemplo 20 se dijo ya que la matriz aumentada del sistema lineal Ax = b es
una matriz por bloques. En ocasiones necesitaremos resolver varios sistemas lineales en
los que la matriz de coeficientes A es la misma, pero son diferentes los lados derechos
de los sistemas, digamos b, ¢ y d. En estos casos, encontramos conveniente considerar
la matriz por bloques [A ‘b e d]. (Vea la seccién 6.7.)

NOTACION DE SUMA (OPCIONAL)

Habra ocasiones en que serd necesario emplear la notacién de suma. Por ello, a conti-
nuacién revisaremos esta Util y compacta notacién que se utiliza ampliamente en mate-
madticas.
n
La expresion Y a; significa
i=1

ay+ay+---+a,

La letra i es el indice de la suma; se trata de una variable muda o arbitraria que puede
remplazarse por otra letra. Por lo tanto, podemos escribir

n n n
E a; = E ajZE ay.

i=1 =1 k=1

a=3 a=4 a=5 y as=38,

entonces

4
Zai=3+4+5+8=20.
i=1 [ |

La expresion »_r;a; significa
i=1

ray + rnaz + - - -+ rpay.

Es facil demostrar (ejercicio T.11) que la notacidn de suma satisface las siguientes pro-
piedades:

n

1 Z("i +si)a; = i:riai + ansiai-

i=1 i=1 i=1

n

(i) ZC(Viai) =c Zn:riai

i=1 i=1 ]
Si
aq bl
an b2
a= y b = s

a, b,
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el producto punto a - b se puede expresar mediante notacién de suma como

a-b=aby +abr +---+a,b, = Zdib,‘.
i=1 |

J[AVIdKe WM En términos de la notacién de suma, podemos escribir la ecuacién (2), para el i,

J-€simo elemento del producto de las matrices A y B, como

P
cj=Y apby  (1<i<m/1<j<n).
k=1 |

m n
También es posible formar sumas dobles. Asf, la expresién Y > g;; significa que
j=li=1
primero sumamos sobre i y luego sumamos la expresion resultante sobre j.

EJEMPLO 27 Sin=2ym=3, tenemos

3

0

aij = ) (aij+ azj)
=

j
= (a1 + az1) + (ain + ax) + (a13 + az) ®)

—_

i=1

<

M

ajj =) (aj1 +ap»+a;3)
1 i=1
= (a1 +apx +ap3) + (ax + axn + ax)
= lado derecho de (8). [ |

3

—1

~

Resulta facil demostrar (ejercicio T.12) que, en general,

m

YooY ai=y Y ay ©)

i=1 j=1 j=1i=1
La ecuacién (9) puede interpretarse como sigue. Sea A = [a;;] la matriz de m x n.
Si sumamos las entradas de cada fila (renglén) de A y sumamos luego los niimeros re-

sultantes, obtenemos el mismo resultado que si sumdramos las entradas de cada colum-
na de A y luego sumdramos los nimeros resultantes.

EJEMPLOS CON MATRICES BINARIAS (OPCIONAL)

En el caso de las matrices binarias, el producto punto y el producto matricial se calcu-
lan de la manera usual, pero sin olvidar que debe usarse aritmética de base 2.

1

1
EJEMPLO 28 Sean a= | 0|y b= |1 | vectores binarias. Entonces
1 0

a-b=0OM+O) D+ MHO)=14+0+0=1. [ |
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EJEMPLO 29

EJEMPLO 30

Solucién

Ecuaciones lineales y matrices

11 010 . S
Sean A = |:0 1i| yB = |:1 1 0] matrices binarias. Entonces

(D(0) + (D(L)  (DH(D) + (1)(L)  (1(0) + (1)(0)
(0)(0) + (1)(L)  (O)(1) + (1)(L)  (0)(0) + (1)(0)

[”’“] .

y
1 1 x 0 . . . 1 .
Sean A = yB = matrices binarias. Si AB = , determine
1 1 0 1 1 1
1
Xyy.
Tenemos
y
{11 x||o0 y+1+x| |1
AB_|:1 1 0 1:| 1 |:y+1 i|_[1i|'
1

Entoncesy + 1 +x=1yy+ 1 = 1. Empleando la aritmética de base 2, resulta que
y=0yx=0. u

Términos clave

Producto punto (producto interior)
Producto de matrices
Matriz de coeficientes

Matriz aumentada
Submatriz
Particiones de una matriz

Multiplicacién por bloques
Notacién de suma

1.3 Ejercicios

En los ejercicios 1 y 2, calcule a - b.

L @a=[l 2],b= [_ﬂ

(b)a=[-3 -2].b= [_;]

(ca=[4 2 —1],b=|:
1
(da=[1 1 0].b=|0
1
3
2. (@ a=2 —1],b=[2]
(b)ya=|1 —1],b=m
(©)a=[1 2 3],b=

1
(da=[1 0 0],b= [o}

e

-3
3. Seana=[-3 2 x]yb= |: 2i|. Sia-b =17, deter-
X
:| mine x.
4. Sea w= [sen 0}. Calcule w - w.
cos 0
5. Determine todos los valores de x tales que v - v = 1, donde
1
2
— 1
V=172
x_
r y
1 2 X . 6
6. Sean A:_3 _1 2i|yB=|:){:|.SlAB—|:8i| de

termine x y y.



En los ejercicios 7'y 8, sean

3 1
1 2 -3
A= |: } , B=| 2 4/,
4 0 =2 1 5
2 3 1
c=[3 -4 5|, Dz[_f _;]
1 -1 -2
1 0 -3
E=|-2 1 5|, 'y F:[i _T]
34 2
7. De ser posible, calcule:
(a) AB (b) BA (c) CB+D
(d) AB + DF (e) BA + FD
8. De ser posible, calcule:
(a) A(BD) () (AB)D (c) A(C+ E)
(d)AC + AE (e) D+ FA
2 3
9. Sean A=|—-1 4 yB:ﬁ _; i]
0 3

Calcule las siguientes entradas de AB:
(a) La entrada (1,2) (b) La entrada (2, 3).
(c) Laentrada (3, 1)  (d) La entrada (3, 3).

10. Si 12:[(1) ﬂyD:[_f

11. Sean

1 2 2 -1
Demuestre que AB # BA.

12. Si A es la matriz del ejemplo 4 y O es la matriz de 3 x 2
en la cual todas las entradas son cero, calcule AO.

_;], calcule DI, e I,D.

En los ejercicios 13 y 14, sean

-1 2
3 2 4
A=14 o 3
2 1 s
y
10 -1 2
B=1|3 3 -3 4
4 2 5 1

13. Utilice el método del ejemplo 12 para calcular las siguientes

columnas de AB.
(a) La primera columna (b) La tercera columna.

14. Utilice el método del ejemplo 12 para calcular las siguientes
columnas de AB:

(a) La segunda columna (b) La cuarta columna.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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Sean
2 -3 4
A=|-1 2 3 y e¢=|1
5 -1 =2

Exprese Ac como una combinacién lineal de las columnas
de A.

Sean
1 -2 -1 1 -1
A=1|2 4 3 y B=|3 2
3 0o -2 2 4

Exprese las columnas de AB como una combinacion lineal
de las columnas de A.

3
2 -3 1
SealnA:|:1 > 4]yB: ;

(a) Verifique que AB = 3a; + 5a, + 2a3, donde a; es
la j-ésima columna de A paraj =1, 2, 3.

(fil, (A))B]

(b) Verifique que AB = [(filz(A))B

Escriba la combinacion lineal

[3)efi]L]

como un producto de una matriz de 2 x 3 y un 3-vector.

Considere el siguiente sistema lineal

2x + w= 7
3x+2y+3z =-2
2x +3y—4z = 3
x + 3z = 5.

(a) Determine la matriz de coeficientes.

(b) Escriba el sistema lineal en forma matricial.

(¢c) Determine la matriz aumentada.

Escriba el sistema lineal con matriz aumentada
-2 -1 0 4 5

-3 2 7 8§ 3
1 0 0 2 14
3 0 1 316
Escriba el sistema lineal con matriz aumentada
2 0O -4 : 3
0 1 2.5
1 3 4 -1
Considere el siguiente sistema lineal:
3x—-y+2z=4
2x +y =2
y+3z=7
4x —z=4.

(a) Determine la matriz de coeficientes.
(b) Escriba el sistema lineal en forma matricial.

(c) Determina la matriz aumentada.
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23.

24.

25.

Ecuaciones lineales y matrices

(Cudl es la relacion entre los sistemas lineales cuyas matri-
ces aumentadas son las siguientes?

12 31 b2 3l
2 3 612 Y |2 3 612
| 0 0 0:0

Escriba cada una de las siguientes matrices como un siste-
ma lineal en forma matricial.

@ xB]er[%ﬂ[g] - m

1
®x|1]|+y]|1
2 0

S OO

1
+z|2]| =
2

Escriba cada uno de los siguientes sistemas lineales como
una combinacion lineal de las columnas de la matriz de
coeficientes.
(@ x+2y=3
2x— y=5
(b) 2x =3y +5z=-2
x+4y— z= 3

26. Sean A una matriz de m x n'y B una matriz de n x p. ;Qué

27.

28.

29.

30.

podria decir acerca del producto matricial AB si:

(a) A tiene una columna que consta Gnicamente de ceros?

(b) B tiene una fila (renglén) que consta Unicamente de ceros?

(a) Determine un valor de r tal que ABT = 0, donde:
A=[r 1 -2] y B=[1 3 -1l

(b) Mencione una forma alternativa de escribir este producto.

Determine un valor de r y un valor de s tales que ABT = 0,
donde
A=[1 r 11 'y B=[-2 2 sl

Formule el método para sumar matrices que estén divididas
en bloques, y verifiquelo estableciendo dos particiones dis-
tintas de las matrices

1 -1 3 2 1
2 =3 1 4 1 5

y determinando su suma.

Sean A y B las siguientes matrices:

21 3 4 2
I 2 3 -1 4
2 3 2 1 4
A=l5 1 3 2 ¢
301 2 4 6
2 -1 3 5 7]
y
o2 3 4 1
2 1 3 2 -1
B=|1 5 4 2 3
2 1 3 5 7
3 2 4 6 1]

Determine AB mediante dos particiones distintas de A y B.

31.

32.

33.

(Costos de produccion) Un fabricante de muebles produce
sillas y mesas que deben pasar por un proceso de armado y
uno de acabado. Los tiempos necesarios para estos proce-
sos estan dados (en horas) por la matriz

Proceso Proceso
de armado de acabado

2 2
SR
El fabricante tiene una planta en Salt Lake City y otra en

Chicago. Las tarifas por hora de cada proceso estdn dadas
(en dolares) por matriz

Silla
Mesa

Salt Lake
City Chicago
B— 9 10 Proceso de armado
- 10 12 Proceso de acabado

(Qué interpretacion puede dar el fabricante a las entradas
del producto de matrices AB?

(Ecologta: contaminacion) Un fabricante elabora los pro-
ductos Py Q en dos plantas, X y Y. Durante la fabricacion
emiten los contaminantes biéxido de azufre, 6xido nitrico y
particulas suspendidas. Las cantidades de cada contaminan-
te estdn dadas (en kilogramos) por la matriz

Bi6xido Oxido Particulas
de azufre nitrico suspendidas
A= 300 100 150 Producto P
- 200 250 400 Producto Q

Los reglamentos estatales y federales exigen la eliminacién
de estos contaminantes. El costo diario por deshacerse de
cada kilogramo de contaminante estd dado (en délares) por
la matriz

Planta X PlantaY

8 12 Bidxido de azufre
B = 7 9 Oxido nitrico
15 10 Particulas suspendidas

(Qué interpretacion puede dar el fabricante a las entradas
del producto de matrices AB?

(Medicina) Un proyecto de investigacion nutricional tiene
como base de estudio a adultos y nifios de ambos sexos. La
composicién de los participantes estd dada por la matriz

Adultos  Nifios
A= 80 120 Hombres
o 100 200 Mujeres

El nimero de gramos diarios de proteinas, grasa y carbo-
hidratos que consume cada nifio y adulto estd dado por la
matriz

Carbo-
Proteinas Grasa hidratos
B— 20 20 20 Adultos
- 10 20 30 Nifios



(a) ¢(Cudntos gramos de protefnas ingieren diariamente to-
dos los hombres (nifios y adultos) del proyecto?

(b) (Cudntos gramos de grasas consumen a diario todas las
mujeres (nifias y adultas)?
34. (Comercio) Una empresa de fotografia tiene una tienda en

cada una de las siguientes ciudades: Nueva York, Denver y
Los Angeles. Cierta marca de cdmara esté disponible en los
modelos automdtico, semiautomdtico y manual. Ademads,
cada una tiene una unidad de flash correspondiente, la cual
se vende por lo general junto con la cdmara. Los precios de
venta de las cdmaras y de las unidades de flash estan dados
(en ddlares) por la matriz

Auto- Semi-
matico automdtico Manual
A 200 150 120 Cémara
- 50 40 25 Unidad de flash

El nimero de equipos (cdmara y unidad de flash) disponi-
bles en cada tienda estd dado por la matriz

Nueva _ Los
York Denver Angeles

220 180 100
B = 300 250 120
120 320 250

Automatico
Semiautomadtico
Manual

(a) (Cudl es el valor total de las cdmaras en Nueva York?

(b) (Cual es el valor total de las unidades de flash en Los

Angeles?
35. Seas; =[1895 1475 898]y
s, =[17.80 13.50  10.79] 3-vectores que denotan los

precios de tres articulos en las tiendas A y B, respectiva-
mente.

(a) Obtenga una matriz de 2 x 3 que represente la infor-
macion combinada de los precios de los tres articulos
en las dos tiendas.

(b) Suponga que cada tienda anuncia una venta en la que el
precio de cada articulo se reduce 20 por ciento. Obtenga
una matriz de 2 x 3 que represente el precio de venta
en las dos tiendas.
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Los ejercicios 36 a 41 tienen que ver con matrices binarias.

36. Calcule a - b a partir de los vectores binarios a y b.

0
@a=[1 1 0],b=|1
1
1
1
(ba=[0 1 1 0fb=|,]
0
37. Calcule a - b a partir de los vectores binarios a 'y b.
1
(@a=[l 1 0],b=]0
1
M a=[1 1].b= :
’ 1
X
38. Seana=1[1 x O]y b= 1] vectores binarios.

1

Sia - b =0, determine todos los posibles valores de x.

1
39. Sean A = b y B = | 1 | matrices binarias.
0 y 1 1
. 0 .
Si AB = L determine x y y.
40. A partir de las matrices binarias
1 1 0 01 0
0 0 1 1 0 1
calcule AB y BA.

41. A partir de la matriz binaria A = |:1 1:|, determine la

0 1

matriz Bde 2 x 2 tal que AB = |:(1) (1)]

Ejercicios tedricos

T.1. Sea x un n-vector.
(a) (Es posible que x - x sea negativo? Explique.
(b) Six-x=0, ;cudl es el valor de x?

T.2. Sean a, b y ¢ n-vectores, y sea k un nimero real.
(a) Demuestre quea b =D>b - a.
(b) Demuestre que (a+b)-c=a-c+b-c.
(c) Demuestre que (ka) - b=a - (kb) = k(a - b).

T.3. (a) Demuestre que si A tiene una fila de ceros, AB tiene
una fila de ceros.

(b) Demuestre que si B tiene una columna de ceros, AB
tiene una columna de ceros.

T.4. Demuestre que el producto de dos matrices diagonales es
una matriz diagonal.
T.5. Demuestre que el producto de dos matrices escalares es
una matriz escalar.
T.6. (a) Demuestre que el producto de dos matrices triangula-
res superiores es una matriz triangular superior.
(b) Demuestre que el producto de dos matrices triangula-
res inferiores es una matriz triangular inferior.
T.7. Sean A y B matrices diagonales de n x n. jEs cierto que
AB = BA? Justifique su respuesta.
T.8. (a) Sea aunamatrizde 1 x ny B una matriz de n x p.
Demuestre que el producto de matrices aB puede
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escribirse como una combinacién lineal de las filas de
B, en los que los coeficientes son las entradas de a.

(b) Seana=[1 -2 3]y
2 1 —4
B=|-3 -2 3
4 5 =2

Escriba aB como una combinacion lineal de las filas de B.

T.9. (a) Demuestre que la j-ésima columna del producto de
matrices AB es igual al producto de matrices A
coli(B).

(b) Demuestre que la i-ésima fila (renglén) del producto
de matrices AB es igual al producto de matrices
fil,(A)B.

T.10. Sea A una matriz de m x n cuyas entradas son nimeros

reales. Demuestre que si AA” = O (la matriz de m x m

tal que todas sus entradas son cero), entonces A = O.

Para la resolucion de los ejercicios T.11 a T.13 es necesario el
andlisis del material sefialado como opcional.

T.11. Demuestre que la notacién de suma satisface las siguien-
tes propiedades

n

(@) Xn:("i +s))a; = Zriai + Xn:siai-
i=1 i=1

i=1

(b) Xn:c(r,-a,v) =c (ir;a,).
i=1 i=1
Demuestre que i iai/ = i Xn:aij.

i=1 j=1 j=1 i=1

T.12.

T.13. Diga si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas.

Luego, demuestre las verdaderas, y dé un contraejemplo
en el caso de las que considere falsas.

(@f}m+n:(ipo+n
i=1 i=1
(b) i i 1 =mn

i=1 j=1
(C) Z Za,-bj = |:Za,-:| |:Zin| .
j=1 i=1 i=1 j=1
T.14. Sean uy v n-vectores.

(a) Siuy v se consideran matrices de n x 1, demuestre que

ll-V:llTV.

(b) Siuy v se consideran matrices de 1 x n, demuestre que
u-v=uv’

(c) Siu se considera una matriz de 1 X n 'y v una matriz de
n x 1, demuestre que u - v = uv.

Ejercicios con MATLAB

ML.1. Escriba el comando clear en MATLAB, y después intro-
duzca las siguientes matrices:

—ﬂ,c:ﬁ

De ser posible, utilice los comandos apropiados de
MATLAB para, calcular lo siguiente. Recuerde que,
en MATLAB, un apéstrofo indica una transpuesta.

(a) AxC (b) AxB

(c) A=C (d BxA—-C'xA
e 2xC—-6xA)xB (f) AxC—C=xA
(g) AxA+C' *C.

1
., B=|[5

[\SRESNIVA

W &Io
| I

U= W=
D= Bl—= NI=

ML.2. Introduzca en MATLAB la matriz de coeficientes del

sistema

2x+4y + 6z =—12

2x =3y —4z= 15

3x+4y+5z= -8
y lldmela A. Introduzca el lado derecho del sistema y
lldmelo b. Forme la matriz aumentada asociada con este
sistema lineal mediante el comando de MATLAB [A b].
D¢ un nombre a la matriz aumentada, por ejemplo aum,
utilice el comando aum = [A b]. (;No escriba el punto!)
Observe que no aparece una barra entre la matriz de
coeficientes y el lado derecho en la pantalla de MATLAB.

ML.3. Repita el ejercicio anterior con el siguiente sistema
lineal:
4x —3y+2z— w=-5
2x+ y—3z = 7
—x+4y+ z+2w= 8.

ML.4. Introduzca las matrices
1 -1 2
3 2 4
A=y o 3
2 1 5
y
1 0 -1 2
B=|3 3 -3 4
4 2 5 1
en MATLAB.

(a) Utilice los comandos apropiados de MATLAB para
asignar fil,(A) a Ry col;(B) aC.Sea V=R * C.
;Qué es V en términos de las entradas del producto
A *B?

(b) Utilice los comandos apropiados de MATLAB para
asignar col,(B) aC. SeaV=A *C. ;Qué es Ven
términos de las entradas del producto A * B?

(c) Utilice los comandos apropiados de MATLAB para
asignar fil3(A) a R y luego calcule V=R * B.
(Qué es V en términos de las entradas del producto
A *B?



ML.5.

ML..6.

Utilice el comando diag de MATLAB para formar cada
una de las siguientes matrices diagonales. El comando
diag permite formar matrices diagonales sin escribir to-
das las entradas (para refrescar su memoria en torno
del comando diag, utilice la caracteristica de ayuda de
MATLAB).

(a) La matriz diagonal de 4 x 4 con diagonal principal
[T 2 3 4]

(b) La matriz diagonal de 5 x 5 con diagonal principal
L 14§ 1]

(¢) La matriz escalar de 5 x 5 con tGnicamente cincos
en la diagonal principal.

En MATLAB, el producto punto de un par de vectores
puede calcularse mediante el comando dot. Si los vec-
tores v y w se han introducido a MATLAB ya sea como
filas (renglones) o como columnas, su producto punto
se calcula con el comando dot(v, w) del programa. Si
los vectores no tienen el mismo nimero de elementos,
aparecerd un mensaje de error.

(a) Utilice dot para calcular el producto punto de cada
uno de los siguientes vectores.

@Mv=[1 4 —1l.w=[7 2 0]
2 4
.. 2
>il)) v= 0 W= 3
6 —1
(b) Seaa=[3 —2 1]. Determine un valor de k tal

que el producto puntode aconb =[k 1 4] sea
cero. Verifique sus resultados en MATLAB.

(c) Para cada uno de los siguientes vectores v, calcule
dot (v, v) en MATLAB.

OHv=[4 2 -3]

Sec.
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() v=[-9 3 1 0 6

1
(iii) v = _g
-3

(Qué signo tiene cada uno de estos productos punto?
Explique por qué esto es vélido para casi todos los
vectores v. {En qué situaciones no es valido?

En los ejercicios ML.7 a ML.11 se utilizan matrices binarias y
los comandos adicionales descritos en la seccion 12.9.

ML.7.

ML.8.

ML.9.

ML.10.
ML.11.

Utilice binprod para resolver el ejercicio 40.

Dados los vectores binarios a = yb=

—_—0 O =

1
1
0
1
utilice binprod para calcular a - b.

(a) Utilice bingen para generar una matriz B cuyas co-
lumnas sean todos los posibles 3-vectores binarios.

(b) Defina A = ones (3) y calcule AB por medio de
binprod.
(c) Describa por qué AB sélo contiene solamente co-

lumnas con ceros y unos. (Sugerencia: busque un
patrén que tenga como base las columnas de B.)

Repita el ejercicio ML.9 con 4-vectores y A = ones (4).

Sea B una matriz de n x n en donde todas las entradas
son unos. Calcule BB paran =2,3,4y5. ;A qué es
igual BB para n = k, donde k es cualquier entero
positivo?

KR PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES CON MATRICES

TEOREMA 1.1

En esta seccidn analizaremos las propiedades algebraicas de las operaciones con matri-
ces recién definidas. Muchas de estas propiedades son similares a las propiedades de
los niimeros reales, que ya conocemos. Sin embargo, habrd diferencias importantes
por lo que respecta al comportamiento algebraico de ciertas operaciones, por ejemplo
la multiplicacién (como hemos visto en la seccion 1.3). Casi todas las propiedades se-
rdn enunciadas como teoremas, cuyas demostraciones se dejan como ejercicios.

(@) A+B=B+A.

b)) A+B+CO=A@+B)+C.
(c) Existe una tinica matriz O de m x n tal que

(Propiedades de la suma de matrices) Sean A, B, C'y D matrices de m x n.

A+0=A (D

para cualquier matriz A de m x n. La matriz O se denomina neutro aditivo de
m X n, matriz nula o matriz cero.
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Demostracion

(d)

(a)

(b)
(©

(d)

Para cada matriz A de m x n, existe una iinica matriz D de m x n tal que
A+D=0. (2)
Escribiremos D como (-A), de modo que (2) puede escribirse como
A+ (-A)=0.
La matriz (—A) se llama inverso aditivo o negativo de A.

Para establecer (a), debemos demostrar que el 7, j-€simo elemento de A + B es igual
al i, j-ésimo elemento de B + A. El i, j-€simo elemento de A + B es a;; + byj; el
J-€simo elemento de B + A es b;; + a;. Como los elementos a;; son nimeros rea-
les (o complejos),

a; + bjj = b + a; I<i<m1<j<n),

de lo que se obtiene el resultado.
Ejercicio T.1.

Sea U = [u;]. Entonces
A+U=A
siy sélo si*
aj; + u; = ay;

lo cual es vilido si y s6lo si u; = 0. En consecuencia, U es la matriz de m X n tal
que todas sus entradas son iguales a cero; U se denota como O.

Ejercicio T.1. |

EJEMPLO 1 Para ilustrar el inciso (c) del teorema 1.1, observamos que la matriz cero de 2 x 2 e

Si

tenemos

4 —17, [0 0] _[4+0 ~140]_[4 1
2 3|T[o o7 [24+0 3+0[ |2 3| -

La matriz cero de 2 x 3 es

*EI conector 16gico “si y s6lo si” significa que ambas proposiciones son verdaderas o ambas son falsas. Por
lo tanto, (1) si A + U = A, entonces a;; + u;; = a;; y (2) si a;; + u;; = a;;, entonces A + U = A.



EJEMPLO 2

EJEMPLO 3

TEOREMA 1.2

Demostracion

EJEMPLO 4
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Para ilustrar el inciso (d) del teorema 1.1, sea

2 3 4
A:[—4 5 —2]'

Entonces
-2 -3 -4
-4 =[ 4 -5 2}
Ahora tenemos que A + (—A) = O. [ |
Sean
3 =2 5 2 3 2
A:[—l 2 3] y B:[—s 4 6]
Entonces

S P S| B
(Propiedades de la multiplicacion de matrices)
(a) Si A, By C son matrices de los tamariios apropiados,
A(BC) = (AB)C.

(b) Si A, By C son matrices de los tamaiios apropiados, entonces

AB + C)=AB + AC.
(c) SiA, By C son matrices de los tamaiios apropiados, entonces

(A+ B)C = AC + BC.

(a) Omitiremos una demostracidon general. En el ejercicio T.2 se pide al lector que de-
muestre el resultado para un caso especifico.
(b) Ejercicio T.3.

(c) Ejercicio T.3. |
Sean
2 -1 1 0
A:[;_g i] B=|0 2 2 2|,
30 -1 3

y

10 2

2 3 0

C=lo o 3

2 1 0
Entonces

0o 3 7

5 2 3 4316 56
A(BC)=[ - ] 8 —4 6 =[ }
2 -3 4fle Ty STl 0 s
y
10 2
19 -1 6 13]]2 =3 ol [43 16 56
(AB)C:[16 8 -8 6] 0 0 3 =[12 30 8]
2 1 0 B
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EJEMPLO 5

DEFINICION

EJEMPLO 6

Ecuaciones lineales y matrices

Sean
1 0 — 2
a=[3 23 m=]2 2| v oe=|1 o
3 —1 -2
Entonces
=10 2
2 2 3 21 —1
A(B+C)=[3 1513 2 =[7 _2}
415 =3
y
15 1 (6 —2 21 —1
weac=[3 4o 2= _

La matriz escalarde n x n

1 0 0

0 1 0
1/1: s

00 - 1

cuyas entradas en la diagonal son todas iguales a 1, es la matriz identidad de orden 7.
Si A es una matriz de m X n, es facil verificar (ejercicio T.4) que

I,A = Al, = A.

También resulta sencillo ver que toda matriz escalar de n x n puede escribirse como r1,
para alguna r.

La matriz identidad I, de orden 2 es

Si
4 -2 3
A= [5 0 2} :
entonces
LA =A.
La matriz identidad /5 de orden 3 es
1 0 0
I;=10 1 0
0 0 1

Por lo tanto,

Al = A. n
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EJEMPLO 8

Observacion

EJEMPLO 9
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Suponga que A es una matriz cuadrada. Si p es un entero positivo, definimos las poten-
cias de una matriz como sigue:

AP =A-A---A.
————
p factores
SiA es den x n, también definimos
A'=1,
En el caso de enteros no negativos p y ¢, algunas de las leyes conocidas de los expo-

nentes de los ndimeros reales también pueden demostrarse para la multiplicacién de una
matriz cuadrada A (ejercicio T.5):

APAY — APT4

(AP) = AP4.
Observe que
(AB)? #+ APBP

para las matrices cuadradas en general. Sin embargo, si AB = BA, esta regla es valida
(ejercicio T.6).

A continuacién llamaremos su atencion respecto de otras dos peculiaridades de la
multiplicacion de matrices. Si a y b son nimeros reales, ab = 0 se cumple s6lo si a o
b son cero. Sin embargo, esto no es vdlido para las matrices.

Si

entonces ni A ni B es la matriz cero, pero

AB = [0 0} .
0 0 m
Si a, by ¢ son nimeros reales para los cuales ab = ac'y a # 0, se tiene que b = c.

Es decir, podemos cancelar a. Sin embargo, la ley de cancelacion no se cumple para las
matrices, como muestra el siguiente ejemplo.

Si
1 2 2 1 -2 7
entonces
8 5
pero B # C. |

En la seccién 1.7 analizamos una clase especial de matrices A, para las cuales AB = AC
implica que B = C.

(Comercio) Suponga que tinicamente dos compaififas rivales, Ry S, fabrican cierto pro-
ducto. Cada afio, la compaiia R conserva }1 de sus clientes, mientras que % de los con-
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sumidores cambian a S. En el mismo lapso, S conserva % de sus clientes, mientras que

1

3 cambia a R. Esta informacion puede desplegarse en forma matricial como

R S
1 1
4|5 3R
32

FE T I

Al comenzar por vez primera la fabricacién del producto, R tiene % del mercado (el mer-
cado es la cantidad total de clientes), mientras que S tiene los otros % Denotamos la dis-
tribucién inicial del mercado como

Xp =

NN LW

Un afio después, la distribucién del mercado es

e ] o] _[5
S HEHOEEINE

Esto se puede ver facilmente como sigue. Supongamos que el mercado inicial consta de
k personas, digamos, k = 12,000, y que este nimero no se modifica con el paso del
tiempo. Entonces, inicialmente, R tiene %k clientes, y S tiene %k consumidores. Al fi-
nal del primer afio, R conserva % de sus clientes y gana % de los de S. En consecuencia,
R tiene

1(3 1(2 1(3 1(2 17 :
1(3%) + 3(3%) = [3(3) + 3(3) ] k = gk clientes.
Cuando k£ = 12,000, R tiene %(12,000) = 3,400 clientes. De manera similar, al final del

primer afio, S conserva % de sus clientes y gana % de los clientes de R. En consecuen-
cia, S tiene

30+ 360 = [32) + )]k = Heclenes

Cuando k£ = 12,000 S tiene g‘—g(lZ,OOO) = 8,600 clientes. De manera andloga, al paso de

los dos afos, la distribucién del mercado estara dada por

X, = Ax;| = A(Ax) = A%x.

w=[5].

(podemos determinar a y b de modo que la distribucién sea la misma afio con afio?
Cuando esto ocurre, se dice que la distribucion del mercado es estable. Procedemos de
la manera siguiente. Como R y S controlan todo el mercado, debemos tener

a+b=1. (€))

Si

También queremos que la distribucion no se modifique después de un afio. Por lo tanto

AXO = X

ENIC I N
W W=
S
S
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Demostracion

EJEMPLO 10

TEOREMA 1.4
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Entonces
ia—i—%b:a
2a+3b=0b
)
—%a—i—%b:O A
3a-1h=0 “
4 3 :

Observe que las dos ecuaciones en (4) son iguales. Utilizamos la ecuacién (3) y una de
las ecuaciones en (4) para determinar (verifique) que

|~

a= y b==.

—_
%)

El problema que acabamos de ver es un ejemplo de una cadena de Markov. En la sec-
cién 2.5 volveremos a abordar este tema.

(Propiedades de la multiplicacién por un escalar) Siry s son niimeros reales y A y
B son matrices, entonces

(@) r(sA)=(rs)A

(b) (r+s)A=rA+sA

(c) A+ B)=rA+rB
(d) A(rB) =r(AB) = (rA)B

Ejercicio T.12. [ |
Sean r = —2,
2 -1
0 -2
Entonces
—4 2
1 2 3 -8 -2
A(rB) = |:_ ] -2 -8 = |: i|
2 0 1 0 4 8 0
y

F(AB) = (-2) [_j (1)} - [‘2 —g]

lo cual ilustra el inciso (d) del teorema 1.3.

Resulta facil demostrar que (—1)A = —A (ejercicio T.13). [ |

(Propiedades de la transpuesta) Si r es un escalar y A y B son matrices, entonces

@ A=A

() (A+B)T=AT 4+ BT
(c) (AB)T = BTAT

@ (rA)"=rA"
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EJEMPLO 12
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Dejaremos las demostraciones de (a), (b) y (d) como ejercicio (T.14); aqui s6lo demos-
traremos el inciso (¢). Asi, sea A = [a;;] una matriz de m X p 'y sea B = [b;;] una ma-

triz de p x n. El i, j-é€simo elemento de (AB )T es ‘sz Ahora bien,

¢, =cji =fil;(A) - col;(B)
=apbi+apbyi+---+ajpbp

T T T T T T
= aljbil +‘12jb12 +-- +apjbip

b bldl

_ T T T T
= bjjay; + bjray; ip@pj

1

= fil;(B") - col ;(AT),

que es el i, j-ésimo elemento de BTAT,

Sean
0 1
3 -1
Entonces
r |12 7
s =[]
y
1 2
r,r __ |0 2 3 _ 12 7
P |
2 3

DEFINICION
AT = A.
Es decir, A es simétrica si es una matriz cuadrada para la cual

a;j=aj (ejercicio T.17).

Una matriz A = [a; ;] cuyas entradas son nimeros reales es simétrica si

Si la matriz A es simétrica, los elementos de A son simétricos respecto de la diagonal

principal de A.

Las matrices

1 2 3 1
A=1|2 4 5 e L=10 1
3 5 6 0

son simétricas.

— o O
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Solucion

EJEMPLO 14

Solucion
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EJEMPLOS CON MATRICES BINARIAS (OPCIONAL)

Todas las operaciones matriciales analizadas en esta seccidn son vélidas para matrices
binarias, siempre y cuando utilicemos aritmética binaria. Por lo tanto, los tinicos esca-
lares disponibles son 0 y 1.

1 0
Sea A= |1 1 |unamatriz binaria. Determine el inverso aditivo de A.
0 1
a b
Sea —A = | ¢ d | (el inverso aditivo de A). Entonces, A + (—A) = O. Tenemos
e f

l+a=0 04+b=0
l+c=0 14d=0
0+e=0 1+f=0

de maneraquea=1,b=0,c=1,d=1,e =0y f= 1. En consecuencia, —A = A.
(Vea también el ejercicio T.38.) [ |

1 0
A partir de la matriz binaria A = |:1 Oi|, determine una matriz binaria de 2 x 2,

B # O, tal que AB = O.
Sea B = |:a b:|. Entonces
c d
1 Offla b a b 00
M:LOHCJZLb}{OJ
siempre y cuandoa = b =0,c =001y d = 0o 1. Por lo tanto, existen cuatro de

tales matrices,
0 0 0 0 0 0 0 0
oo |o 1] |1t o Y |11 -

La seccidén 2.2, teoria de gréficas, utiliza el material de esta seccion; si lo desea,
estudiela en este momento.
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Vista preliminar de una aplicacion

Figura 1.6 »

Teoria de graficas (seccion 2.2)

En los tdltimos afios, la necesidad de resolver problemas que tienen que ver con la co-
municacién entre individuos, computadoras y organizaciones, ha crecido con un ritmo
sin precedentes. Observe, por ejemplo, el crecimiento explosivo de Internet y sus posi-
bilidades de interactuar con medios de todo tipo. La teoria de graficas es un drea de las

matemadticas aplicadas que estudia problemas como el siguiente:

Considere una red de area local que consta de seis usuarios, denotados mediante
Py, Py, ..., Ps. Decimos que P; tiene “acceso” a P; si P; puede enviar directamente un
mensaje a P;. Por otro lado, es posible que P; no pueda enviar un mensaje de manera
directa a Py, pero si pueda enviarlo a P; quien lo enviard luego a Py. En este caso, de-
cimos que P; tiene un “acceso en 2 etapas (o pasos)” a P;. Del mismo modo, hablamos
de un “acceso en r etapas”. Podemos describir la relacién de acceso en la red que apa-
rece en la figura 1.6, definiendo la matriz A = [a;;] de 6 x 6, en la que a;; = 1 si P;

tiene acceso a Pj, y a;; = 0 en caso contrario. En consecuencia, A puede ser

'PG
Py
P,
Pl Ps A = P3
= p
» P,y P5
P, Ps

Utilizando la matriz A y las técnicas de teoria de graficas que se estudian en la sec-
cion 2.2, podemos determinar el nimero de formas en que P; tiene acceso a Py en r eta-
pas,donde r =1, 2, ... . La teoria de graficas permite resolver muchos otros problemas

que implican las comunicaciones.

En realidad, la matriz A que se acaba de describir es una matriz binaria, pero en es-
ta situacion es mejor considerarla una matriz de base 10, como se mostrara en la

seccién 2.2.

P

SO O~ OO

Py

SO == OO

P;

SO OO OO

Py

—_—o OO OO

Ps

1
1
1
1
0
0

S —= O = OO



Términos clave

Propiedades de la suma de matrices
Identidad aditiva o matriz cero
Inverso aditivo o negativo de una matriz
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Propiedades de la multiplicacién de matrices

Matriz identidad
Potencias de una matriz

Propiedades de la transpuesta
Matriz simétrica
Matriz antisimétrica
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1.4 Ejercicios

1. Verifique el teorema 1.1 para 8.
1 2 =2 2 0 1
Az[a 4 5]’ Bz[a -2 5]
Y 9.
—4 -6 1
€= [ 2 3 o] :
2. Verifique el inciso (a) del teorema 1.2 para
1 3 -1 3 2
A:[z —1}’ B:[l -3 4] 10.
1 0
cC=1|3 -1
1 2
3. Verifique el inciso (b) del teorema 1.2 para 11.
1 -3 2 -3 2
A:[—3 4]’ 32[3 -1 —2]
y
0 1 2
€= [1 3 —2]’
4. Verifique los incisos (a), (b) y (c) del teorema 1.3 para r = 6,
s=-2y
4 2 0o 2
5. Verifique el inciso (d) del teorema 1.3 parar = =3y
|1 3 | -1 3 2 13.
A—[z —1]’ B—[ 1 -3 4]'
6. Verifique los incisos (b) y (d) del teorema 1.4 parar = —4y
1 3 2 4 2 -1
Az[z 1 —3}’ BZ[—z 1 5]'
7. Verifique el inciso (c) del teorema 1.4 para 14.
3 -1
T I A Ea )
1 2
En los ejercicios 8 y 9, sean
) L " 1 15.
1 =2
2 1
C=|-1 2 . D=|:_§ _;] 16.
3 1

De ser posible, calcule
(@) (AB)T (b) BTAT (c) ATBT
(d) BB (e) B'B
De ser posible, calcule
(@) 3C-2E)'B ® AT(D + F)
(c) BTC+ A (d) QE)AT
(e B"+A)C
Si
-2 36
[ ek Y

Si

demuestre que AB = AC.

0

(1)], demuestre que A = I.

4 2
Sea A = |:1 3]. Determine

(a) A2+3A

(b) 24% + 3A% + 44 + 51,

1
Sea A = [2 3
(a) A2-24

- 1] . Determine

(b) 3A% = 2A% + 5A - 4l,

Determine un escalar r tal que Ax = rx, donde

2
A

o) vl

Determine una constante k tal que (kA)T (kA) = 1, donde

-2
A= 1
-1

(Hay mds de un valor de k que se pueda utilizar?
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Sean

y a;= coli(A), j = 1, 2, 3. Verifique que
_al L
ATA = |a-a
a3+ a;

a -a a;-a
A-a; a-az
az+-a; as-as

ala; ala, ala;

= |ala, ala, ala,

|ala; ala, ala;

Los ejercicios 18 a 21 tienen que ver con cadenas de Markov,
un drea que se estudiard con mds detalle en la seccion 2.5.

18.

19.

20.

Suponga que la matriz del ejemplo 9 es

A= y Xo=

WIN W=
wlw o
W= Wi

(a) Determine la distribucion del mercado después de un
afo.

(b) Determine la distribucion estable del mercado.

Considere dos compaiifas de comida rdpida, M y N. Cada

afio, la compafifa M conserva % de sus clientes, mientras

que % de sus consumidores cambian a N. Cada aflo, N

conserva % de sus clientes, mientras que % cambia a M.

Suponga que la distribucién inicial del mercado estd dada
por

X) =

W Wi—

(a) Determine la distribucién del mercado después de un
afo.

(b) Determine la distribucion estable del mercado.

Tomando como base el ejemplo 9, considere que habia tres
compaiifas competidoras, R, S'y 7, de modo que el patrén
de retencién y pérdida de clientes estd dado por la informa-
cién de la matriz A, donde

R S T
SRR
A= 34 s
0 1 1|7

(a) Si la distribucién inicial del mercado estd dada por

Xp =

W= W= W=

determine la distribucién del mercado al cabo de un
afio, y después de dos afios.

21.

(b) Demuestre que la distribucién estable del mercado esta
dada por

(c) ¢Cudl de las tres compaiiias, R, S o 7, ganard la mayor
parte del mercado a largo plazo (suponiendo que el pa-
trén de retencion y pérdida de clientes permanece cons-
tante)? ;Cudl es, aproximadamente, el porcentaje del
mercado que gand esta compaiiia?

Tomando como base el ejercicio 20, suponga que la matriz
A estd dada por

R S T
04 0 04| R
A=] 0 05 04| S

06 05 02| T

(a) Si la distribucién inicial del mercado estd dada por

Xo =

Wim W= Wi

determine la distribucion del mercado al cabo de un
afio, y después de dos afios.

(b) Demuestre que la distribucién estable del mercado esta
dada por

(c) (Cudl de las tres compaiiias, R, S o 7, ganard la mayor
parte del mercado en el largo plazo (suponiendo que el
patrén de retencion y pérdida de clientes permanece
constante)? ;Cudl es, aproximadamente, el porcentaje
del mercado que gand esta compaiifa?

Los ejercicios 22 a 25 tienen que ver con el uso de matrices

binarias.

22.

23.

24,

25.

. N 11
Si la matriz binaria A = [1 1], demuestre que A> = O.

1

Si la matriz binaria A = [0

”, demuestre que A> = I,.

Sea A = [8 }] una matriz binaria. Determine

(@) A2— A ) A+ A%+ A
Sea A = [(1) (1)] una matriz binaria. Determine
(@ A’ + A (b) A* + A3 4+ A2



Ejercicios tedricos

T.1.
T.2.

T.3.
T.A4.

T.5.

T.6.

T.7.

T.8.

T.9.

T.10.

T.11.

T.12.
T.13.
T.14.
T.15.
T.16.

T.17.

Demuestre las propiedades (b) y (d) del teorema 1.1.
SiA = [a;j] es una matriz de 2 x 3, B = [b,-j] €s una ma-
triz de 3 x 4y C = [c;] es una matriz de 4 x 3, demues-
tre que A(BC) = (AB)C.
Demuestre las propiedades (b) y (c) del teorema 1.2.
Si A es una matriz de m x n, demuestre que

I,A =Al, = A.
Sean p y ¢ enteros no negativos, y sea A una matriz cua-
drada. Demuestre que

APAY = APt y  (AP)7 = APY,
SiAB = BA, y p es un entero no negativo, demuestre que
(AB)? = APBP.
Demuestre que si A y B son matrices diagonales de n x n,

AB = BA.

Determine una matrizde 2 x 2, B # Oy B # I, tal que
AB = BA, donde

A:B ﬂ

(Cudntas de estas matrices B existen?

Determine una matriz Bde 2 x 2, B # 0y B # I, tal que
AB = BA, donde

a7

(Cudntas matrices B de este tipo hay?

cosf sen 9:|

—senf cosf

Sea A = |:
(a) Determine una expresion sencilla para A%
(b) Determine una expresion sencilla para A,

(c) Conjeture la forma de una expresion sencilla para AF
en la que k es un entero positivo.

(d) Verifique su conjetura del inciso (c).
Si p es un entero no negativo y ¢ es un escalar, demuestre
que
(cA)P = cPAP.

Demuestre el teorema 1.3.
Demuestre que (—1)A = —A.
Complete la demostracién del teorema 1.4.
Demuestre que (A — B)T = AT - BT.
(a) Demuestre que (A2)T = (AT)Z.
(b) Demuestre que (A3)T = (AT)3.
(c) (Cierto o falso? Parak=4,5, ...,

(Ak)T — (AT)k.

Demuestre que una matriz cuadrada A es simétrica si y
s6lo si a;; = a;; para toda i, j.
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T.18.
T.19.

T.20.

T.21.
T.22.

T.23.

T.24.

T.25.

T.26.

T.27.

T.28.

T.29.

T.30.
T.31.

T.32.

T.33.

T.34.

T.35.

T.36.

T.37.

Demuestre que si A es simétrica, entonces AT es simétrica.
Sea A una matriz de n x m. Demuestre que si AXx = 0
para todas las matrices x de n x 1, entonces A = O.

Sea A una matriz de n x n. Demuestre que si AX = X para
todas las matrices x de n x 1, entonces A = I,,.
Demuestre que si AAT = O, entonces A = O.

Demuestre que si A es una matriz simétrica, entonces Ak,
k=2,3,...,es simétrica.

Sean A y B matrices simétricas.

(a) Demuestre que A + B es simétrica.

(b) Demuestre que AB es simétrica si y s6lo si AB = BA.
Una matriz A = [a;] es antisimétrica si AT = —A.

Demuestre que A es antisimétrica si y solo si a;; = —aj;
para toda i, j.
Describa todas las matrices escalares que son antisimétri-

cas. (Vea la seccion 1.2 para la definicién de matriz
escalar.)

Si A es una matriz de n x n, demuestre que AA” y ATA
son simétricas.

Si A es una matriz de n x n, demuestre que
(a) A+ AT es simétrica.

(b) A- AT es antisimétrica.

Demuestre que si A es una matriz de n x n, entonces A
puede escribirse de manera tnica como A = § + K,
donde S es una matriz simétrica y K es una matriz antisi-
métrica.

Demuestre que si A es una matriz escalar de n x n,
entonces A = rl,, para algtin nimero real r.

Demuestre que I,,T= I1,.

Sea A una matriz de m x n. Demuestre que si YA = O,
entonces r =00A = O.

Demuestre que si AX = b es un sistema lineal que tiene
mads de una solucién, entonces tiene un nimero infinito de
soluciones. (Sugerencia: si u; y u, son soluciones, consi-
dere w = ru; + suy, donde r + s = 1.)

Determine todas las matrices A de 2 x 2, tales que
AB = BA, para cualquier matriz B de 2 x 2.

Si A es una matriz antisimétrica, ;qué tipo de matriz es
AT9 Justifique su respuesta.

(Qué tipo de matriz es una combinacién lineal de matrices
simétricas? (Vea la seccién 1.3.) Justifique su respuesta.

(Qué tipo de matriz es una combinacién lineal de matrices
escalares? (Vea la seccion 1.3.) Justifique su respuesta.

Sea A = [a;;] la matriz de n x n definida pora;; =ry
a;j=0sii # j. Demuestre que si B es cualquier matriz
de n x n, entonces AB = rB.
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T.38. Si A es cualquier matriz binaria de n x n, demuestre que
—A =A.

T.39. Determine todas las matrices binarias A de 2 x 2, tales
que A?=0.

T.40. Determine todas las matrices binarias A de 2 x 2, tales
que A% = I,.

Ejercicios con MATLAB

Para utilizar MATLAB en esta seccion, primero deberd haber
leido el capitulo 12, hasta la seccion 12.3.

ML.1. Utilice MATLAB para determinar el menor entero positi-
vo k en cada uno de los siguientes casos (vea también
el ejercicio 12).

0 0 1

(a) Ak =L paraA = |1 0 0
0o 1 0
r 0 1 0 0
—1 0 0 0

k _

(b) A*=AparaA = 0 0 0 1

L O 0 1 0

ML.2. Utilice MATLAB para desplegar la matriz A en cada uno
de los siguientes casos. Determine el menor valor de &

tal que AX sea una matriz nula. tril, ones, triu fix, y rand
son comandos de MATLAB. (Para ver una descripcion,

utilice el comando help del programa.)
(a) A = tril(ones(5), —1)
(b) A = triu(fix(10 * rand(7)),2)

I -1 0

Sea A = 0 1 -1
-1 0 1

polyvalm de MATLAB para calcular los siguientes poli-
nomios de matrices:

(@ A*— A3+ A% 421

0.1 0.3 0.6

Sea A=]02 0.2 0.6 |. Utilice MATLAB para
0.3 0.3 0.4

calcular las siguientes expresiones matriciales:
(@) (A2 -TA)A + 3L).
(b) (A-1)* + (A% + A).

ML.3. . Utilice el comando

(b) A3 — 342 + 34

ML.4.

(c) Observe la sucesion A, Az, A3, - ,Ag, . ... Parece
que converge a alguna matriz? De ser asi, ja qué
matriz?

1

ML.S. Sea A = . Utilice MATLAB para calcular

W= =

los elementos de la sucesion A, Az, A3, .. ,Ak, R

Escriba una descripcién del comportamiento de esta
sucesion de matrices.

1 1
ML.6. Sea A= |~ ? . Repita el ejercicio ML.5.
0 —3
1 =2 1
ML.7. Sea A= | —1 1 2 |. Utilice MATLAB para
0 2 1

hacer lo siguiente:
(a) Calcule ATA y AAT. ;Son iguales?

(b) Calcule B=A + AT yC=A- AT, Demuestre que
B es simétrica y C es antisimétrica. (Vea el ejerci-
cio T.24.)

(c) Determine una relacién entre B + C'y A.

En los ejercicios ML.8 a ML.11 se emplean matrices binarias y
los comandos adicionales que se describen en la seccion 12.9.

ML.8. (a) Utilice binrand para generar una matriz binaria B
de 3 x 3.
(b) Utilice binadd para calcular B+ By B+ B + B.

(c) Si B se sumara con ella misma n veces, ;cudl seria
el resultado? Explique su respuesta.

ML.9. Sea B = triu(ones(3)). Determine k£ de modo que Bt = I5.
ML.10. Sea B = triu(ones(4)). Determine k£ de modo que

B =1,
ML.11. Sea B = triu(ones(5)). Determine k£ de modo que
B =1

3 TRANSFORMACIONES MATRICIALES

En la seccién 1.2 mencionamos la notacién R" para el conjunto de todos los n-vectores
con entradas reales. De acuerdo con ello, R? denota el conjunto de todos los 2-vectores, y
R? el conjunto de todos los 3-vectores. De manera geométrica, es conveniente represen-
tar los elementos de R> y R® como segmentos de recta en un sistema de coordenadas
rectangular.i En esta seccién nuestro enfoque es intuitivo, y nos permitird presentar al-
gunas aplicaciones geométricas interesantes en la seccidn siguiente (en una etapa tem-
prana del curso). En la seccion 3.1 realizaremos un andlisis mas cuidadoso y preciso de
los 2-vectores y los 3-vectores.

*Sin duda ha visto sistemas de coordenadas rectangulares en sus cursos de precélculo o de célculo.
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En R2, el vector

(]

se representa por medio del segmento de recta que se muestra en la figura 1.7. En R,
el vector

e
I
ST ]

se representa por medio del segmento de recta que se muestra en la figura 1.8.

ejez
ejey
X,
vt (x,y)
-+ (x,y,2)
X X
ejey
f eje x x 0 Y
o0 X e
eje x
Figura 1.7 A Figura 1.8 A

EJEMPLO 1 En la figura 1.9 se muestran las representaciones geométricas de los 2-vectores

w=[3]. w=[3] v w=[l]

en un sistema de coordenadas rectangular de dos dimensiones. La figura 1.10 muestra
las representaciones geométricas de los 3-vectores

1 -1 0
V) = 2 . V) = 2 y V3 = 0
3 -2 1
en un sistema de coordenadas rectangular de tres dimensiones. [ |
y z
V1
2 —+
LT /u V3
u, U3 y
S T x x="0
-2 1 v

Figura 1.9 A Figura 1.10 A
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Las funciones aparecen en casi todas las aplicaciones de matematicas. En esta sec-
cién daremos una breve introduccion a ciertas transformaciones de R" a R™ desde un
punto de vista geométrico. Ya que deseamos representar estas funciones, denominadas
transformaciones matriciales, 1a mayor parte de nuestro andlisis en esta seccion se limi-
ta a la situacién en que m y n tienen los valores 2 o 3. En la seccidn siguiente se anali-
zard una aplicacion de estas funciones a las graficas por computadora en el plano, esto
es, para m y n iguales a 2. En el capitulo 4 consideraremos con mayor detalle una fun-
cién mas general, denominada transformacién lineal de R" a R™. Puesto que toda trans-
formacién matricial es una transformacién lineal, a continuacién aprenderemos mas
acerca de sus propiedades.

Las transformaciones lineales desempefian un papel muy importante en muchas
dreas de matemadticas, asi como en numerosos problemas de aplicacion en ciencias fi-
sicas, ciencias sociales y economia.

Si A es una matriz de m X n y u es un n-vector, el producto Au es un m-vector.
Una funcién f que transforma R" en R” se denota mediante f: R" — R™.} Una trans-
formacién matricial es una funcién f: R" — R™, definida con f(u) = Au. El vector
f(u) en R™ se denomina imagen de u, y el conjunto de todas las imdgenes de los
vectores en R" se denomina rango de f. Aunque en esta seccién nos limitaremos a es-
tudiar matrices y vectores con entradas reales, puede desarrollarse un analisis comple-
tamente similar para matrices y vectores con entradas complejas. (Vea el apéndice A.2.)

[\ IJHOWE (a) Seafla trasformacion matricial definida por

flu) = B ‘1‘] u.

2
La imagen de u = |:_1:| es

o[ -

1 10
y la imagen de [2] es|: 5:| (verifique).

(b) Sea A = |} _% (1)i|, y considere la transformacién matricial definida por
f(u) = Au.

! 1 0 2

En consecuencia, la imagen de | 0 | es |:2], laimagen de | 1 | es |:2i| y la ima-
1 3

) 0
gende| 1 ]es |:0] (verifique). [ |
3

Observe que si A es una matrizde m X ny f: R" — R™ es una transformacién ma-
tricial de R" a R™, definida por f(u) = Au, un vector w en R™ esté en el rango de f
s6lo si podemos encontrar un vector v en R" tal que f(v) = w.

SEl apéndice A, que, aborda el tema de conjuntos y funciones, puede consultarse conforme sea necesario.



EJEMPLO 3

Soluciéon

EJEMPLO 4

EJEMPLO 5
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1 2
Sea A = [_2 3] , y considere la transformacion matricial definida por f(u) = Au.

N 4 .
Determine si el vector W = |:_1i| estd en el rango de f.

. . .. . . v
La pregunta es equivalente a inquirir si existe un vector v = [v;] tal que f(v) = w.

Tenemos
. vi+2vm| 4
Av = [—21)1 + 3U2:| =w= [—1}
0
v+ 21, = 4
—21)1 + 31)2 =—1.

Al resolver este sistema de ecuaciones lineales por medio del método usual de elimina-
cion, obtenemos v; = 2 'y v, = 1 (verifique). Por lo tanto, w estd en el rango de g.

En particular, si v = B], entonces f(v) = w. |

(Produccion) Un editor publica un libro en tres ediciones diferentes: comercial, ruis-
tica y de Iujo. Cada libro requiere de cierta cantidad de papel y lienzo (para la tapa). Los
requerimientos se dan (en gramos) por medio de la matriz
Comercial Rustica De lujo
A= |: 300 500 800 :| Papel
o 40 50 60 Lienzo
Sea
X1
X=X
X3

el vector de produccion, en donde x;, x, y x3 son el nimero de libros que se publicaran
en edicion comercial, ristica y de lujo, respectivamente. La transformacién matricial f:
R3 R 2, definida por f(x) = Ax, da el vector

_ N
y - |:)72] k)
en donde y; es la cantidad total de papel requerido, y y, es la cantidad total de lienzo

necesario para la publicacion. [ |

Para las transformaciones matriciales en donde m y n son 2 o 3, podemos dibujar
representaciones que muestren el efecto de la transformacioén matricial. Esto se ilustra-
rd en los ejemplos siguientes.

Sea f: R* — R la transformaci6n matricial definida por
1 0
f(w) = [0 _1} u.

.. X
Asi, siu = |:yi|, entonces
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El efecto de la transformacién matricial f, denominada reflexion respecto del eje x en
R?, se muestra en la figura 1.11. En el ejercicio 2 consideramos la reflexion respecto

del eje y.

Figura 1.11 » y
Reflexion respecto

del eje x (x,y)

YC))

(o, =y)

EJEMPLO 6 Sea f: R* — R? la transformacién matricial definida por

fw=r

X

y
Z

1 0 0
010

X

y
4

Entonces

* X
Sfwy=711» =[}

Z

La figura 1.12 muestra el efecto de esta transformacion matricial. (Precaucion: observe
con atencion los ejes en la figura 1.12.)

Figura 1.12 » x
i ()6
Z y Zz
(x, ¥, 2) f (x, y)
u —
X
0 Y ‘ 0
X
z
Observe que si
| X
| v= |y,
: K
y .
%) : en donde s es cualquier escalar, entonces
|
X Proyeccién I f(v) = |:xi| — f(u).
y
Figura 1.13 A Por lo tanto, un ndmero infinito de 3-vectores tienen el mismo vector imagen. Vea la fi-

gura 1.13. La transformacién matricial f'es un ejemplo de un tipo de transformacién ma-
tricial denominado proyeccién. En este caso, f es una proyeccién de R> en al plano xy.
X
vy |, bajo la transformacién matricial f:
Z

Observe que la imagen del 3-vector v =
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R = R3, definida por

1 00
fv)y=10 1 0]v
0 00
X
es | v |- El efecto de esta transformacién matricial se muestra en la figura 1.14. La gra-
0

fica es casi igual a la de la figura 1.12, en donde la imagen es un 2-vector que estd
en el plano xy, mientras que en la figura 1.14 la imagen es un 3-vector que estd en
el plano xy. Observe que f(v) aparentemente es la sombra proyectada por v sobre el
plano xy. [ ]

Figura 1.14 »

AV Scaf: R’ — R’ la transformacién matricial definida por

r 0 0
fw)=10 r O|u,
0 0 r

donde r es un nimero real. Es facil ver que f(u) = ru. Si r > 1, f se denomina dilata-
cion; si 0 < r < 1, fse conoce como contraccion. En la figura 1.15(a) se muestra el
vector fi(u) = 2u, y en la figura 1.15(b) el vector f>(u) = %u. Como puede verse, la
dilatacion estira el vector y una contraccion lo comprime. De manera similar, podemos
definir la transformacién matricial g: R — R? por

sw) = [{, 9] .

También tenemos que g(u) = ru, asi que, una vez mds, si r > 1, g se denomina dila-

tacion; si 0 < r < 1, g se llama contraccion. [ |
Figura 1.15 » 7
fi(w) =2u
u
/0 y

(a) Dilatacién: r> 1 (b) Contraccion: 0 < r< 1
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JAVIJEOR W (Produccion) Retomemos el caso del editor del ejemplo 4. Los requerimientos estan

dados por el vector de produccion

X1

X3

donde x|, x, y x5 representan la cantidad de ejemplares de la edicion comercial, rdstica
y de lujo, respectivamente. El vector

Y1
= A =
= [yz}

proporciona yy, la cantidad total de papel requerida, y y,, la cantidad total de lienzo ne-
cesaria. Sea ¢y el costo por libra de papel y ¢, el costo por libra de lienzo. La transfor-
macién matricial g: R — R' definida por g(y) = By, donde

B=[c; o]
proporciona el costo total de la produccion de los libros. |

F[AV [N XM Suponga que cada punto de R se rota en sentido contrario a las manecillas del reloj, en

un dngulo de ¢respecto del origen de un sistema de coordenadas rectangulares. En con-
secuencia, si el punto P tiene coordenadas (x, y), después de la rotacién obtenemos el
punto P’ con coordenadas (x’, y"). Para obtener una relacion entre las coordenadas de

P’ y las de P, tomamos como u el vector |:xi| , que se representa por medio del seg-

mento de recta que va del origen a P(x, y). Vea la figura 1.16(a). Ademas, sea 6 el an-
gulo que forma u con la parte positiva del eje x.

Figura 1.16 » y y
P'(x;y') P'(x', y")
i\ fw \
| ? P(x, y) P(x, y)
6y | 0 4
0 ! : x 0 X
o o
(a) (b) Rotacién

Denotando con r la longitud del segmento de recta dirigido de O a P, de acuerdo
con la figura 1.16(a) vemos que

X = rcos 0, y=rsenf (1)

x" = rcos(@ + ¢), y' = rsen(@ + ¢). 2)

Por medio de las férmulas para el seno y el coseno de una suma de dngulos, las ecua-
ciones (2) se transforman en

x" = rcos 6cos ¢ — rsen6sen ¢p

y' = rsen 6 cos ¢ + rcos 0 sen ¢.
Sustituyendo la expresion (1) en las dltimas dos ecuaciones, obtenemos

x'" = x cos ¢ — ysen ¢, y' =xsen ¢+ ycos ¢. 3)
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Al despejar x y y en (3), tenemos
x=x"cos ¢+ y sen¢ y y=—x"sen ¢ + y' cos ¢. 4

La ecuacion (3) proporciona las coordenadas de P’ en términos de las de P, y (4) ex-
presa las coordenadas de P en términos de las de P’. Este tipo de rotacion se utiliza pa-
ra simplificar la ecuacién general de segundo grado

ax® 4+ bxy + ¢y* + dx + ey + f= 0.
Al sustituir x y y en términos de x’ y y’, obtenemos
a/x/2 + b/x/y/ + c/y/2 + d'x' 4 eryl +f/ = 0.

El punto clave es elegir ¢ de modo que b’ = 0. Una vez hecho esto (podriamos tener
que realizar una traslacion de coordenadas), identificamos la ecuacién general de se-
gundo grado como una circunferencia, una elipse, una hipérbola, una pardbola o una
forma degenerada de éstas. Este tema se estudiard desde el punto de vista del dlgebra
lineal en la seccién 9.5.

También podemos realizar este cambio de coordenadas considerando la transfor-
macién matricial f: R* — R, definida por

X COS¢ _SCH¢ X
! ([YD - [Sew cosq&} |:y:| 5)

De esta manera, (5) puede escribirse, por medio de (3), como

__|xcos¢p —ysengp | [x’
flwy = |:x sen¢ + y cos qb] - |:y/:|'

De lo anterior se deduce que el vector f(u) estd representado por el segmento de recta
que va de O al punto P’. Por lo tanto, la rotacion de un angulo ¢ en sentido contrario a

las manecillas del reloj es una transformacién matricial. |
Términos clave
Transformacién matricial Rango Dilatacién
Transformacién (funcion) Reflexion Contraccion
Imagen Proyeccién Rotacién
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Vista preliminar de una aplicacion

Creacion de graficos por computadora (seccion 2.3)

El amplio uso y constante desarrollo de los gréificos creados por computadora para las
areas de juegos de video, efectos especiales en la industria cinematografica y de televi-
sidn, y disefio asistido por computadora (CAD, por sus siglas en inglés), nos sorprende
todos los dias. En una aplicacién de CAD comtin, se crea el modelo de un producto en
computadora, para luego probarlo de manera exhaustiva a fin de encontrar fallas y, con
base en la informacién recabada, mejorar el producto real.

Las transformaciones matriciales desempefian un papel muy importante en las gra-
ficas por computadora. En la seccién 2.3 analizaremos brevemente cuatro transforma-
ciones matriciales. Dos de éstas son las siguientes:

(D=1

la cual transforma

} X a } X
6 6
_4 —+
_6 —+
y
a cos = —sen>7 | | a
g _ 18 18
ap sen %n cos %n a
que transforma
y y
+38
+6
+4
} } } } X a } } X
-4 =2 2 4 2 4
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1.5 Ejercicios

En los ejercicios 1 a 8, haga un bosquejo de u'y de su imagen a

partir de la transformacion matricial f dada.

1. f: R* — R? definida por

r(B)=l S0k =[]

2. f:R®> — R’ (reflexién respecto del eje y) definida por

r(B)=05 08 =[]

3. f: R* — R? es una rotacién de 30° en sentido contrario a

las manecillas del reloj; u = [_;]

4. f: R* — R es una rotacién en sentido contrario a las
manecillas del reloj de %71 radianes; uy = [_g]
5. f: R* — R? definida por

()= SIE) ==L

6. f: R* = R? definida por
-3
=13

f(BD)=06 2I0)

7. f: R® — R definida por

X 1 0 0Of]x 2
flly =1 -1 Of|y|; u=|-1
z 0 0 0]z 3
8. f R® — R3 definida por
X 1 0 1] |x 0
Syl )=|-1 1 0f|y|l; u=|-2
z 0 0 1 z 4

En los ejercicios 9 a 11, sea f: R* — R® la transformacion ma-
tricial definida por f(x) = AX, donde

=[]

Determine si el vector w dado estd en el rango de f.

ow=[] wow =[] =[3)

En los ejercicios 12 a 14, sea f: R*> Rla transformacion ma-
tricial definida por f(x) = AX, donde

1 2

A=1(0 1

11
Determine si el vector w dado estd en el rango de f.
1 1 0
12. w=| —1 1B.w=|1 14. w= 10
2 1 0

En los ejercicios 15 a 17, proporcione una descripcion geomé-
trica de la transformacion matricial f: R*—> R? definida por
f(u) = Au para la matriz A dada.

15. (a) A= -1 0} (b) A= 0 _1]

L 0 1 10
16. (a) A = ? (1)] ) A= _? _(1)]
17. (a) A= (1) 8] (b) A= 8 (1)]

18. Algunas transformaciones matriciales f tienen la propiedad
de que f(u) = f(v), cuando u # v. Esto es, las imdgenes de
vectores diferentes pueden ser iguales. Para cada una de las
transformaciones matriciales siguientes, f: R — R defini-
da por f(u) = Au, encuentre dos vectores diferentes, u'y v,
tales que f'(u) = f(v) = w para el vector w dado.

12 0 0
(a)A:[o 1—1]’W:[—1]

2 1 0 4

19. Seaf: R* — R? la transformacién lineal definida por
f(u) = Au, donde
A= cos¢ —seng
" | sen¢ coso |”

Para ¢ = 30°, f define una rotacion en un angulo de 30° en
sentido contrario a las manecillas del reloj.

(a) SiTy(un)= Au, describa la accién de T, sobre u.
(b) Si Tr(u) = A_lu, describa la accion de T, sobre u.

(c) (Cuadl es el valor positivo mas pequefio de k para el
cual T(u) = Au = u?

Ejercicios tedricos
T.1. Seaf: R" — R" una transformacién matricial definida por
f(u) = Au, donde A es una matriz de m X n.

(a) Demuestre que f(u + v) = f(u) + f(v) para cuales-
quierauy ven R".

(b) Demuestre que f(cu) = ¢f(u) para cualquier u en R" y
cualquier nimero real c.

(c) Demuestre que f(cu + dv) = cf(u) + df (v) para
cualesquiera u y v en R" y cualesquiera nimeros reales
cyd.
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T.2. Seaf: R" — R™ una transformacién matricial definida por entonces f(cu 4 dv) = 0 para cualesquiera niimeros reales
f(u) = Au, donde A es una matriz de m x n. Demuestre que cyd.
. 1 J— —_—
Zl u dy v son vectores en R” tales que f(u) =0y f(v) =0, T.3. (a) Sea O: R" — R™ la transformacién matricial definida
onde por O(u) = Ou, donde O es la matriz cero de m x n.
0 Demuestre que O(u) = 0, para toda u en R".
0
0= |- (b) Seal: R" — R" la transformacién matricial definida
| por I(u) = I,u, donde 7, es la matriz identidad (vea
0 la seccion 1.4). Demuestre que /(u) = u para toda u
0 en R".

X3 SOLUCIONES DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

DEFINICION

EJEMPLO 1

En esta seccion sistematizaremos el método de eliminacidn de incdgnitas que ya cono-
cemos (analizado en la seccién 1.1), con lo que obtendremos un método ttil para resol-
ver sistemas lineales. El método comienza con la matriz aumentada del sistema lineal
dado, con lo cual se obtiene una matriz de una forma particular. Esta nueva matriz re-
presenta un sistema lineal que tiene exactamente las mismas soluciones que el sistema
dado. Por ejemplo, si

10 0 24
0 1 0 —1i-5
0 0 1 316

representa la matriz aumentada de un sistema lineal, es facil determinar la solucién a
partir de las ecuaciones correspondientes

X1+ 2X4 = 4
X2 — X4 = -5
X3+ 3x4 = 6.

El objetivo de esta seccidon consiste en manipular la matriz aumentada que representa
un sistema lineal dado, hasta llevarla a una forma de la cual puedan deducirse facilmen-
te las soluciones.

Una matriz A de m x n estd en forma escalonada reducida por filas (renglones) cuan-
do satisface las propiedades siguientes:

(a) Todas las filas que constan sélo de ceros, si las hay, estdn en la parte inferior de la
matriz.

(b) La primera entrada distinta de cero de la fila, al leer de izquierda a derecha, es un
1. Esta entrada se denomina entrada principal o uno principal de su fila.

(c) Para cada fila que no consta s6lo de ceros, el uno principal aparece a la derecha y
abajo de cualquier uno principal en las filas que le preceden.

(d) Siuna columna contiene un uno principal, el resto de las entradas de dicha colum-
na son iguales a cero.

En una matriz en forma escalonada reducida por filas, los unos principales descri-
ben un patrén de escalera (“escalonada’”) que desciende a partir de la esquina superior
izquierda.

Se dice que una matriz de m x n que satisface las propiedades (a), (b) y (c) estd en
la forma escalonada por filas.

Las matrices siguientes estdn en la forma escalonada reducida por filas, ya que satisfa-
cen las propiedades (a), (b), (¢) y (d):



Sec. 1.6 Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales 63

100 0 1 0 0 0 -2 4
0100 o 1 o0 o0 4 8
A= , B=]0 0 O 1 7 =2
0010
00 0 1 o o o0 o0 o0 o0
o o o0 o0 o0 0
y
1 2 0 0 1
c=|0 01 2 3
00000

Las matrices siguientes no estdn en forma escalonada reducida por filas. (;Por qué no?)

1 2 0 1 0 3 4
p=[0 0 o of, E=[0 2 -2 5|,
0 0 1 -3] 0 0 1 2]
M1 0 3 47 B 2 3 47
0 1 =2 5 0 1 -2 5
F=lo 1 2 2" “Tlo 0o 1 2
L0 0 0 0 L 0 0 0 0 |
J]AV I NP A [ as matrices siguientes estdn en la forma escalonada por filas:
1 5 0 2 =2 4 100 0
0 1 0 3 4 8 010 0
H=10 0 0 1 7 =21, I=
0010
0 0 0O O 0 o0 00 0 1
o 0 O O 0 o0
y
0 0 1 3 5 7 9
0 0 0 0 1 -2 3
J=10 0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 m

DEFINICION

Una propiedad ttil de las matrices en forma escalonada reducida por filas (vea el
ejercicio T.9), es que si A es una matriz de n x n en forma escalonada reducida por fi-
las y no es igual a I,,, por lo menos una fila de A consiste s6lo de ceros.

A continuacién estudiaremos cémo transformar una matriz dada en una matriz en
forma escalonada reducida por filas.

Cualquiera de las siguientes es una operacion elemental por filas (renglones) sobre
una matriz A = [a;;] de m x n:

(a) Intercambiar las filas r y s de A. Es decir, remplazar a,|, a,5, . . ., a,, por dy,
Ao, -+, Qg Y Agl, Agdy « -+, Qg POT Ay, -« Uy
(b) Multiplicar la fila r de A por ¢ # 0. Es decir, remplazar a,, a,, . . . , a,, POT ca,q,

Cay, . .., Clpp.
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(c) Sumar d veces la fila » de A a la fila (renglén) s de A, r # s. Es decir, remplazar
a1, Ag, - - - ,Ag, POT ag1 + da,y, ap +dap, . . ., ag, + da,,.

Observe que cuando una matriz se considera como la matriz aumentada de un sis-
tema lineal, las operaciones elementales por filas son equivalentes, respectivamente, al
intercambio de dos ecuaciones, a la multiplicacion de una ecuacién por una constante
distinta de cero y a la suma de un multiplo de una ecuacién a otra.

EJEMPLO 3 NS

0o o0 1 2]
A=12 3 0 =2
3 3 6 -9

Al intercambiar las filas 1 y 3 de A, obtenemos

3 3 6 -9
B={2 3 0 =2
0 0 1 2

Al multiplicar la tercera fila de A por %, obtenemos
[0 0 1 2]
C=(2 3 0 -2
1 1 2 =3

Al sumar (—2) veces la fila 2 de A a la fila (renglén) 3 de A, obtenemos

0 0 1 2

D= 2 3 0 =2
-1 -3 6 -5
Observe que al obtener D a partir de A, la fila 2 de A no cambia. [ |

DEFINICION Se dice que una matriz A de m x n es equivalente por filas (renglones) a una matriz
B de m x n, si B se puede obtener al aplicar a la matriz A una serie finita de operacio-
nes elementales por fila.

EJEMPLO 4 g

1 2 4 3
A= |2 1 32
1 -2 2 3

Si sumamos 2 veces la fila 3 de A a su segunda fila, obtenemos

1 2 4 3]
B=1|4 -3 7 8{,
1 =2 2 3

de manera que B es equivalente por filas a A.
Si intercambiamos las filas 2 y 3 de B, obtenemos

1 2 4 3
c=|1 —2 2 3],
4 -3 7 8

por lo que C es equivalente por filas a A y también equivalente por filas a A.
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Al multiplicar la fila 1 de C por 2, obtenemos

2 4 8 6
D={(1 -2 2 3|,
4 -3 7 8

por lo que D es equivalente por filas a C. De lo anterior se deduce que D es equivalen-
te por filas a A, ya que D se obtuvo D aplicando tres operaciones elementales por filas
aA. [ |

Resulta facil demostrar (ejercicio T.2) que

1. toda matriz es equivalente por filas a si misma;

. si A es equivalente por filas a B, B es equivalente por filas a A, y

3. si A es equivalente por filas a B'y B es equivalente por filas a C, A es equivalente por
filas a C.

[}

De acuerdo con 2, la pareja de afirmaciones “A es equivalente por filas a B” y “B es
equivalente por filas a A” puede remplazarse por “A y B son equivalentes por filas”.

Toda matriz de m x n es equivalente por filas (renglones) a una matriz en forma esca-
lonada por filas. [ |

Tlustraremos la demostracién del teorema exponiendo los pasos que deben realizar-
se en una matriz especifica, A, para obtener una matriz en forma escalonada por filas
que sea equivalente por filas a A. Utilizaremos el siguiente ejemplo para ilustrar el pro-
cedimiento.

Sea
0 2 3 —4 1
0 0 2 3 4
A=l 2 5 2 4
2 0 -6 9 7

El procedimiento para transformar una matriz a una forma escalonada reducida por fi-
las es el siguiente.

Procedimiento Ejemplo
Paso 1. Determinar la primera columna (con- o 2 3 —4 17
tando de izquierda a derecha) den A, tal que O 0 2 3 4
no todas sus entradas sean cero. Esta es la co- A= 2 2 _5 2 4
lumna pivote. 2 0 -6 9 7
t Columna pivote de A
Paso 2. Identificar la primera entrada (con- 0 2 3 —4 17
tando de arriba hacia abajo) distinta de cero 0O 0 2 3 4
en la columna pivote. Este elemento es el pi- A= @ 2 -5 7 4
vote, que sefialamos mediante un circulo. > 0 -6 9 7
Pivote
Paso 3. Intercambiar, en caso necesario, la 2 _5 2 4
primera fila por aquella en el rengléon donde 0O o0 2 3 4
aparece el pivote, de modo que éste se en- Al = 0 2 3 —4 1

cuentre ahora en la primera fila (rengldn).

. 2 0 -6 9 7
Llamamos a esta nueva matriz A;.

Se intercambiaron la primera y tercera
filas de A.
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Paso 4. Multiplicar la primera fila de A| por _3
¢ 1 1 3 1 2
el reciproco del pivote. Asi, la entrada de la 0 0 > 3 4
primera fila del pivote y la columna pivote Ay =
. 0o 2 3 —4 1
(donde estaba el pivote) es ahora un 1. Lla-
: 2 0 -6 9 7
mamos a la nueva matriz A,.
La primera fila de A,
se multiplicd por 1.
Paso 5. Sumar los miltiplos apropiados de 1 1 =32 2
la primera fila de A, a las demads filas, para An— 0O 0 2 3 4
hacer que todas las entradas de la columna 37 0o 2 3 4 1
pivote, excepto aquella en entrada donde se 0 -2 —-1 7 3
encuentra el pivote, sean iguales a cero. Asf, . ]
todas las entradas de la columna pivote y las (_2), veces la pm?fra filade Az se le
filas 2, 3, . . ., m se anulan. Llamamos a la sumo a su cuarta fla.
nueva matriz As.
Paso 6. Identificar B como la submatriz de 1 1 _3 1 o)
(m — 1) x nde A3, obtenida al ignorar o “ta- :
par” la primera fila de A3. Repita los pasos 1 o 0 2 3 4
a5conB. B=|0 3 —4 1
0 —2\-1 7 3
Columna Pivote
pivote de B
5
1 I —3 1 2
0 @ 3 -4 1

0 -2 -1 7 3
Se intercambiaron la primera y
la segunda filas de B.

1 1 -3 1 2
o 1 3 -2 1
B,=10 0 2 3 4
0 -2 -1 7 3
La primera fila de B,
se multiplicé por %
11 =3 1 2
o 1 3 -2 4
By=|0 0 2 3 4
0 0 2 3 4

Se sumé 2 veces la primera fila de B, se
sumo 2 veces a su tercera fila,
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Paso 7. Identificar C como la submatriz de

_3
(m — 2) x n, obtenida al ignorar o “tapar” ! ! g ! ?
la primera fila de B3; no lo borre. Repita los 0 1 2 -2 2
pasos 1 a 5 para C. 0o 0 @ 3 4
C =
[0 0 2'\ 3 4}

Columna Pivote
pivote de C

1 1 -3 1 2
3 1
o o 1 32 2
Ci=C,= 2
0O 0 2 3 4

No se intercambiaron las filas de C. La pri-
mera fila de C se multiplicé por %

11 -3 1 2
3 1
o 1 3 —2 !
o o 1 2 2
C; = 2
: [0 0 0 0 0]

La primera fila de C, se sumé (—2) veces
el primer renglén de C, a su segunda fila.

Paso 8. Identifique D como la submatriz de

1 1 -3 1 2
(m —3) x n de C3. A continuacién debe tra- % .
tar de repetir los pasos 1 a 5 sobre D. Sin em- 0 1 3 2 2
bargo, como en este caso no existe fila pivote 0 0 1 % 2
en D, hemos terminado. La matriz, denotada
por H, que consiste en la matriz D y las filas D= [0 00 0 O]
sombreadas arriba de D, estd en la forma es- s
calonada por renglones. 1 L =3 12
3 1
" 0 1 5 =2 3
o 0 1 3 2
0 0 0 0 0

Cuando los célculos se realizan de manera manual, en ocasiones es posible evitar las
fracciones mediante una modificacién adecuada de los pasos del procedimiento.

B

Para determinar una matriz en forma escalonada por filas que sea equivalente por filas
a A, modificamos el procedimiento anterior para evitar fracciones y procedemos como
sigue.

Sume (—1) veces la fila 1 a la fila 2 para obtener

2 3
a= )

Intercambie las filas 1 y 2 de A; para obtener

1 =2
]

Sea
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Observacion

TEOREMA 1.6

EJEMPLO 7

Solucion

Sume (—2) veces la fila 1 a la fila 2 para obtener

1 -2
A3 = I:() 7] B
una matriz que estd en la forma escalonada y que es equivalente por filas a A. |

Puede haber mds de una matriz en forma escalonada que sea equivalente por filas a una
matriz A dada. Por ejemplo, si realizamos la operacion siguiente en la matriz H del ejem-
plo 5, sumar (—1) veces la segunda fila de H a su primera fila, obtenemos la matriz

3

10 —4 3 3

3 1

wol0 132
3 b

o 0 1 3 2

0 0 0 0 0

que estd en la forma escalonada por filas y es equivalente por filas a A. Por lo tanto, tan-
to H como W son matrices en la forma escalonada por filas, y cada una de ellas es equi-
valente por filas a A.

En general, si A es una matriz dada, una matriz en forma escalonada por filas que
es equivalente por filas a A se denomina forma escalonada por filas de A.

Toda matriz de m x n es equivalente por filas a una vinica matriz en forma escalonada
reducida por filas. |

La matriz del teorema 1.6 se denomina forma escalonada reducida por filas
de A.

Tlustraremos la demostracion de este teorema llevando a cabo los pasos que deben
realizarse sobre una matriz A especifica para obtener una matriz en la forma escalona-
da reducida por filas equivalente a A. Omitiremos la demostracién de que la matriz ob-
tenida es unica. El ejemplo siguiente se utilizard para ilustrar el procedimiento.

Determine la forma escalonada reducida por filas de la matriz A del ejemplo 5.
Iniciamos con la forma escalonada por filas H de A que obtuvimos en el ejemplo 5. Su-
mamos multiplos adecuados de cada fila de H, que no estd formada sélo por ceros, para

hacer cero todas las entradas por arriba del uno principal. Asi, iniciamos sumando (— %)
veces la tercera fila de H a su segunda fila:

1 1 -

-
|

S N Wi N

Ji

I
oS O O
o o =
O = O NIw
|
o wiw B3

5

Ahora, sumamos 3 veces la tercera fila de J; a su primera fila:

—_
[

J>

Il
o O O
S = O O
|
O wIw =3 =3

7
3
2
2
0

[
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Por tltimo, sumamos (—1) veces la segunda fila de J; a su primera fila:

1 0o o 9 ¥

17 _5

|0 1 0 =% 3
3 b

0 1 3 2

0 0 0 0

que estd en la forma escalonada reducida por filas y es equivalente por filas a A.
Observe que en este ejemplo iniciamos con la fila inferior distinta de cero, y traba-
jamos hacia arriba para hacer ceros las entradas por encima de los 1 principales. W

El procedimiento que se dio aqui para determinar la forma escalonada reducida por fi-
las no es la tnica posible. Como alternativa, podriamos primero hacer cero todas las en-
tradas por debajo del 1 principal y luego, de manera inmediata, hacer cero las entradas
por arriba del 1 principal. Este procedimiento no es, sin embargo, tan eficiente como el
que describimos previamente. En la préctica, no perdemos tiempo identificando las ma-
trices Ay, Ay, ..., By, By, ..., Cy, Cy, . .., etc. S6lo iniciamos con la matriz dada y la
transformamos a la forma escalonada reducida por filas.

RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

A continuacién aplicaremos estos resultados a la resolucion de sistemas lineales.

Sean Ax = b y Cx = d dos sistemas lineales, cada uno con m ecuaciones y n incogni-
tas. Si las matrices aumentadas [A | b] y [C | d] de estos sistemas son equivalentes
por filas, ambos sistemas lineales tienen exactamente las mismas soluciones.

Esto es consecuencia de la definicién de equivalencias por filas, y del hecho de que las
tres operaciones elementales por filas sobre la matriz aumentada resultan ser las tres
modificaciones sobre un sistema lineal que se analiza en la seccién 1.1, con lo cual se
obtiene un sistema lineal que tiene las mismas soluciones que el sistema dado. Obser-
ve, asimismo, que si un sistema no tiene solucion, el otro tampoco. [ |

Si Ay C son dos matrices de m x n equivalentes por filas, los sistemas lineales AX =
0 y Cx = 0 tienen exactamente las mismas soluciones.

Ejercicio T.3. [ |

Los resultados que tenemos hasta el momento nos proporcionan dos métodos pa-
ra resolver sistemas lineales. La idea central consiste en iniciar con el sistema lineal
Ax = b, obtener la matriz por bloques [C d] ya sea en la forma escalonada por filas o
en la forma escalonada reducida por filas que sea equivalente por filas a la matriz au-
mentada [A b]. Ahora, [C d] representa el sistema lineal Cx = d, que es mds

facil de resolver debido a la estructura més sencilla de [C | d], y el conjunto de todas
las soluciones para este sistema proporciona precisamente el conjunto de todas las
soluciones para el sistema dado, Ax = b. El método en donde [C d] esta reducido

a la forma escalonada por filas se denomina reduccién de Gauss*-Jordan™; el método

*Carl Friedrich Gauss (1777-1855) nacido en una familia pobre de obreros en Brunswick y muerto en Go-
tinga, Alemania, ha sido uno de los matemdticos mds famosos del mundo. Fue un nifio prodigio incompren-
dido por su padre, quien lo llamaba “contemplador de estrellas”. Sin embargo, su genio logré impresionar lo
suficiente a sus maestros como para que obtuviera del duque de Brunswick una beca para que pudiera asistir
a la escuela secundaria local. Durante su adolescencia realiz6 descubrimientos originales en teorfa de nime-
ros y comenzé a especular acerca de la geometria no euclidiana. Sus obras cientificas incluyen importantes
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en donde [C d] estd en la forma escalonada por filas se denomina eliminaciéon de
Gauss. Hablando estrictamente, el método alterno de Gauss-Jordan descrito en la ob-
servacion anterior no es tan eficiente como el que se utilizé en los ejemplos 5 y 6. En
la practica, ni la reduccién de Gauss-Jordan ni la eliminacién de Gauss se utilizan tan-
to como el método que implica la factorizacién LU de A, del que hablaremos en la sec-
cién 1.8. Sin embargo la reduccidon de Gauss-Jordan y la eliminacién de Gauss son
utiles para resolver problemas de menos envergadura; en este libro emplearemos el pri-
mer procedimiento con mas frecuencia.

El procedimiento de reduccién de Gauss-Jordan para resolver el sistema lineal Ax =
b es el siguiente.

Paso 1. Formar la matriz aumentada [A | b].

Paso 2. Transformar la matriz aumentada [A | b| a su forma escalonada reducida por
filas [C d] mediante operaciones elementales por filas.

Paso 3. Para cada fila distinta de cero de la matriz [C d], se despeja la incégnita
correspondiente a la entrada principal de cada fila asociada con la entrada principal

de esa fila. Las filas que constan completamente de ceros se pueden ignorar, pues la
ecuacion correspondiente serd satisfecha por cualesquiera valores de las incégnitas.

El procedimiento de eliminacién gaussiano para resolver el sistema Ax = b es como
sigue.

Paso 1. Formar la matriz aumentada [A | b].

Paso 2. Por medio de operaciones elementales por filas, obtener una forma escalo-
nada por filas [C ! d] de la matriz aumentada [A | b].

Paso 3. Resolver el sistema lineal correspondiente a [C ; d] por medio de sustitu-
cién hacia atras (ilustrado en el ejemplo 11). Las filas que constan tnicamente de
ceros pueden ignorarse, ya que la ecuacion correspondiente serd satisfecha por cua-
lesquiera valores de las incognitas.

Los siguientes ejemplos ilustran el procedimiento de Gauss-Jordan.

contribuciones a la teorfa de niimeros, a la astronomia matematica, a la geografia matematica, a la estadisti-
ca, a la geometria diferencial y al magnetismo. Sus diarios y notas privadas contienen muchos otros descu-
brimientos que no publicé.

Hombre austero y conservador que tuvo pocos amigos y una vida privada poco afortunada, se preocu-
p6 mucho por dar el crédito de los descubrimientos cientificos a sus fuentes originales. Cuando sus estudios
se basaban en resultados de otros, tenia cuidado de reconocerlo; y cuando otros descubrian de manera inde-
pendiente algunos resultados en sus notas privadas, rdpidamente reclamaba su propiedad.

En sus investigaciones utiliz6 un método que después se generalizé para la reduccién por filas de una
matriz. Aunque dicho método se aplicaba en China desde casi 2000 afos antes, lleva el nombre de este ilus-
tre matemadtico en su honor.

** Wilhelm Jordan (1842-1899) naci6 en el sur de Alemania. Asistié a la Universidad en Stuttgart y en 1868
se convirtié en profesor de tiempo completo de geodesia en la escuela técnica de Karlsruhe, Alemania. Par-
ticipé en la medicién de varias regiones de Alemania. Jordan fue un prolifico autor cuya obra principal, Hand-
buch der Vermessungskunde (Manual de geodesia) fue traducido al francés, al italiano y al ruso; ademads de
magnifico autor, se le consideraba un excelente maestro. Por desgracia, el método de reduccién de Gauss-Jor-
dan ha sido ampliamente atribuido a Camille Jordan (1838-1922), matemadtico francés bastante conocido.
Ademds, parece que el método fue descubierto también, de manera independiente y en la misma época, por
B. I. Clasen, un sacerdote avecindado en Luxemburgo. Este bosquejo biogrifico se basa en el excelente articu-
lo de S. C. Althoen y R. McLaughlin, “Gauss-Jordan reduction: A Brief History”, MAA Monthly, 94, 1987,
paginas 130-142.
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Resolver el sistema lineal

x+2y+4+3z2=9
2x— y+ z=28 (D
3x — z=3
mediante la reduccidon de Gauss-Jordan.

Paso 1. La matriz aumentada de este sistema lineal es

1 2 3.9
2 -1 1 8
30 -1 :3

Paso 2. Ahora transformamos como sigue la matriz del paso 1 a su forma escalonada
reducida por filas:

)
|
—_
—_
W 0 O

Se sumo (—2) veces la primera fila a la segunda.
10 ' —24 Se sumd (—3) veces la primera fila a la tercera fila.
10 ' —

S O =

o - O S =N S =N S =N S =N A\ = N AN N
—
\S]

1 2 Se multiplicé la segunda fila por (fé)

3
Ly 2 Se sumd 6 veces la segunda fila a su tercera fila.
4

w
O

. Lo 1
La tercera fila se multiplicé por (—1).

Se sumd (—1) veces la tercera fila a su primera fila.

—_ O W
|
W = O

Se sumo (—3) veces la tercera fila a su primera fila.

=]
|
W —= O

Se sumd (—2) veces la segunda fila a su primera fila.

=)
|
(SN ]

En consecuencia, la matriz aumentada es equivalente por filas a la matriz

10 0 2
0 1 0:-1 2
0 0 1: 3

en forma escalonada reducida por filas.
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EJEMPLO 9

Solucion

Paso 3. El sistema lineal representado por (2) es
X = 2

y =-1
z= 3

de modo que la tnica solucién del sistema lineal dado (1) es

x= 2
y=-1
z= 3. [ |

Resolver el sistema lineal

x+ y+2z-5w= 3
2x +5y— z—9%w= -3

2x+ y— z+4+3w=-11 )
x—3y+2z4+7w= -5
mediante la reduccion de Gauss-Jordan.
Paso 1. La matriz aumentada de este sistema lineal es
1 1 2 -5 3
2 5 -1 =9 -3
2 1 -1 3111
1 =3 2 70 =5
Paso 2. La matriz aumentada es equivalente por filas a la matriz (verifique)
1 0 0 2 -5
0 1 0 -3 2
0o 0 1 23| “)
0 0 0 0.0

que estd en forma escalonada reducida por filas.
Paso 3. El sistema lineal representado en (4) es

X + 2w = -5
y —-3w= 2
z—2w= 3.
Hemos ignorado la fila en (4), ya que consta completamente de ceros.

Al despejar en cada ecuacion la incognita correspondiente a la entrada principal de
cada fila de (4), obtenemos

x=-5-2w
y= 243w
z= 34 2w.

Por lo tanto, si hacemos w = r, cualquier nimero real, una solucion del sistema lineal

3)es

x =-5-2r

y= 243r

= 3+2r )
w= .

Como r puede tener asignado cualquier ndimero real en (5), el sistema lineal dado (3)
tiene una infinidad de soluciones. |
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HI3VIJEoO MM Resolver el sistema lineal

X1 + 2x2 —3x4 + x5 =2
X1+2X2+X3—3X4+ X5+2X6=3
X1 + 2xo —3x4+2x5+ x¢=4 (6)

3x1 +6x2 +x3 — 9x4 + 4x5 + 3x6 =9

mediante la reduccidon de Gauss-Jordan.

Solucion  Paso 1. La matriz aumentada de este sistema lineal es

1 2 0 -3 1 0 2
1 2 1 -3 1 213
1 2 0 =3 2 4
3 6 1 -9 4 319

Paso 2. La matriz aumentada es equivalente por filas a la matriz (verifique)

1 2 0 -3 0 -1:0
0 0 1 0 0 2 01
0 0 0 0 1 12 (N
0 0 0 0 0 0:0
Paso 3. El sistema lineal representado en (7) es
X1 —|—2X2 —3X4 — X(,:O
X3 + 2x¢ =1

X5 + Xx¢ = 2.

Al despejar en cada ecuacion la incégnita correspondiente a la entrada principal de ca-
da fila de (7), obtenemos

X1 = X¢ + 3x4 — 2x7
X3=1—2X6
X5 =2 — Xg.

Haciendo xg = r, x4 = 5 y X, = t, una solucién para el sistema lineal (6) es

X1 =r+3s—2t

Xy =1

x3=1-=2r 3)
X4 =S

Xs=2—r

X =1,

donde r, s y t son cualesquiera nimeros reales. Asi, (8) es la solucidn para el sistema
lineal dado en (6); y como a r, s y ¢ se les puede asignar cualesquiera nimeros reales,
el sistema lineal dado en (6) tiene una infinidad de soluciones. [ |

El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento de eliminacién gaussiana y la susti-
tucion hacia atras.

EJEMPLO 11 Resuelva mediante eliminacién gaussiana el sistema lineal dado en el ejemplo 8.
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Solucién

EJEMPLO 12

Solucion

Paso 1. La matriz aumentada del sistema es

[\S)

|

—_

—_
W 0 O

Paso 2. Una forma escalonada por filas de la matriz aumentada es (verifique)

1
0
0

(el NS
—_——
W N O

Esta matriz aumentada corresponde al sistema lineal equivalente

x+2y+3z=9
y+ z=2
z=23.

Paso 3. El proceso de sustitucion hacia atrds inicia con la ecuacién z = 3. Después, sus-
tituimos este valor de z en la ecuacion que le precede, y + z = 2, y despejamos y para

obtener y = 2 — z = 2 — 3 = —1. Por dltimo, sustituimos en la primera ecuacién, x +
2y + 3z =9, los valores para y y z que acabamos de obtener, y despejamos x para ob-
tener x =9 -2y -3z =9 + 2 —9 = 2. En consecuencia, la soluciones x =2,y = —1
yz=3. [ |

Resolver el sistema lineal

xX+2y+3z+4w= 5
x+3y+5z+Tw= 11 ©
X — z—2w=-6

mediante la reduccién de Gauss-Jordan.

Paso 1. La matriz aumentada de este sistema lineal es

12 3 4.5
13 5 7011
0 -1 -2 -6

Paso 2. La matriz aumentada es equivalente por filas a la matriz (verifique)

10 -1 =20
0 1 2 3.0/, (10)
0 0 0 01

Paso 3. La dltima ecuacion del sistema lineal representada en (10) es
Ox 4+ 0y +0z4+0w=1,

la cual no tiene valores para x, y, z y w que la satisfagan. En consecuencia, el sistema
lineal (9) dado no tiene solucion. |
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El dltimo ejemplo es caracteristico de la forma en que un sistema lineal no tiene
solucién. Es decir, un sistema lineal Ax = b en n incégnitas no tiene solucién si y sélo
si su matriz aumentada es equivalente por filas (renglones) a una matriz en forma esca-
lonada reducida por filas o en forma escalonada por filas, la cual tiene unas filas cuyos
primeros n elementos son iguales a cero, y cuyo (n + 1)-ésimo elemento es 1 (ejerci-
cio T.4).

Los sistemas lineales de los ejemplos 8, 9 y 10 tuvieron por lo menos una solucion,
mientras que el sistema del ejemplo 12 no tuvo solucién alguna. Los sistemas lineales
que tienen por lo menos una solucién se denominan consistentes; a los sistemas linea-
les sin solucidén se les llama inconsistentes. Cada sistema lineal inconsistente produce
la situacién que se ilustra en el ejemplo 12.

1. Conforme realizamos operaciones elementales por filas, en el proceso de transfor-
mar la matriz aumentada a la forma escalonada reducida por filas podemos encon-
trarnos con una fila que tiene n entradas que son ceros y una entrada (n+1)-ésima
distinta de cero. En este caso, podemos detener nuestros calculos y concluir que el
sistema lineal dado es inconsistente.

2. En ocasiones es necesario resolver k sistemas lineales
AX:bl, AX:bz,..., AX:bk,

con la misma matriz m x n de coeficientes, A. En lugar de resolver cada sistema de
forma separada, procedemos como sigue. Formamos la matriz aumentada de m x (n
+ k)

[Aib; by - by
La forma escalonada reducida por filas
[C rdy dy - dk]

de esta matriz corresponde a los sistemas lineales
Cx =d,, Cx=d,,..., Cx = dy,

que tiene las mismas soluciones que el correspondiente sistema lineal dado. Este
enfoque serd til en la seccidn 6.7. Los ejercicios 35 y 36 le piden investigar esta
técnica.

SISTEMAS HOMOGENEOS

Un sistema lineal de la forma

ayxy + apxy + -+ apx, =0
an Xy + anxy + -+ ayx, =0

an

A1 X1 + AaXo + -+ AunXy = 0

es un sistema homogéneo. También podemos escribir (11) en forma matricial como
Ax = 0. (12)
La solucion
X1=xp=---=x,=0

del sistema homogéneo (12) se conoce como solucién trivial. Una solucién x,
X, . . . X, de un sistema homogéneo en donde no todas las x; se anulen es una solucion
no trivial. Vemos que un sistema homogéneo siempre es consistente, pues siempre tie-
ne solucion trivial.
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JISVIJHORMEN Considere el sistema homogéneo

EJEMPLO 14

x+2y+3z=0
—x+3y+2z=0 (13)
2x + y—2z=0.

La matriz aumentada de este sistema,

2 3:0
-1 3 20/,
2 1 =210
es equivalente por filas (verifique) a
1 0 0.0
0 1 0:0],
0 0 | 0

que estd en forma escalonada reducida por filas. Por lo tanto, la solucién de (13) es
X = y == O’

lo cual significa que el sistema homogéneo (13) sélo tiene la solucién trivial. |

Considere el sistema homogéneo
x+ y+z4+w=0
x +w=0 (14)
x+2y+z =0.

La matriz aumentada de este sistema,

—_
—
—_
—

V)
—
(e}

es equivalente por filas (verifique) a

1 0 0 b0
0O 1 0 —1:0f{,
0 0 1 b0

que estd en forma escalonada reducida por filas. Por lo tanto, la solucién de (14) es

donde r es cualquier nimero real. Por ejemplo, si hacemos » = 2, entonces
x=-2, y=2, z=-2, w=2
es una solucidn no trivial para este sistema homogéneo. Esto es,

-2

o1 0
1o oo 1l 3f=]o
o2 1 oof| 5 o

(Verifique calculando el producto matricial del lado izquierdo.) En consecuencia, este
sistema lineal tiene una infinidad de soluciones. [ |
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Demostracion

EJEMPLO 15
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El ejemplo 14 muestra que un sistema homogéneo puede tener una solucién no tri-
vial. El siguiente teorema trata un caso donde esto ocurre.

Un sistema homogéneo de m ecuaciones en n incognitas siempre tiene una solucion no
trivial si m < n, es decir, si el niimero de incognitas es mayor que el niimero de ecua-
ciones.

Sea C la matriz en forma escalonada reducida por filas, equivalente por filas a A. En-
tonces los sistemas homogéneos Ax = 0 y Cx = 0 son equivalentes. Si r es el nimero
de filas distintas de cero en C, entonces » < m. Si m < n, concluimos que r < n. Asi, es-
tamos resolviendo » ecuaciones en n incégnitas, y podemos despejar r incognitas en tér-
minos de las n — r restantes, de modo que estas tltimas pueden asumir cualquier valor.
En consecuencia, si una de estas n — r incognitas es distinta de cero, obtenemos una so-
Iucién no trivial de Cx = 0y, con ello, de Ax = 0. [ |

También utilizaremos el teorema 1.8 en la siguiente forma equivalente. Si A es
m x n'y Ax = 0 sélo tiene la solucion trivial, entonces m > n.

El siguiente resultado es importante en el estudio de las ecuaciones diferenciales.
(Vea la seccion 9.2.)

Sea Ax = b, b # 0, un sistema lineal consistente. Si x,, es una solucién particular
del sistema no homogéneo dado y x;, es una solucién del sistema homogéneo asociado,
Ax = 0, entonces X, + X; €s una solucidn del sistema dado Ax = b. Ademas, cada so-
lucion x del sistema lineal no homogéneo Ax = b puede escribirse como x,, + X;,, don-
de x, es una solucién particular del sistema no homogéneo dado y x; es una solucién

4
del sistema homogéneo asociado, Ax = 0. Para una demostracion, vea el ejercicio T.13.

Considere el sistema lineal dado en el ejemplo 9. Una solucién para este sistema lineal
estaba dada por

x=-5-=-2r
y=2+3r
z=3+2r
w=r,

donde r es cualquier nimero real. Si hacemos

X
x=|"1,
z
w
la solucién puede expresarse como

—-5-=2r -5 —2r
_ 243r| 2 " 3r
X=1 3427 |7 | 3 2r
r 0 r

Hacemos

—2r
3r
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Observacion

EJEMPLO 16

Soluciéon

Entonces x = x,, + x;,. Ademds, x,, es una solucion particular del sistema dado y x,

es una solucion del sistema homogéneo asociado [verifique que Ax, = by Ax;, = 0,
donde A es la matriz de coeficientes del ejemplo 9 y b es el lado derecho de la ecuacion
©1F u

Los sistemas homogéneos son especiales y desempefan un papel clave en los ultimos
capitulos del libro.

INTERPOLACION POLINOMIAL

Suponga que nos dan n puntos distintos (x, y1), (X2, ¥2). . . , (X, V). (Es posible de-
terminar un polinomio de grado n — 1 o menor que “interpole” los datos, es decir, que
pase por los n puntos? De acuerdo con lo anterior, el polinomio que buscamos tiene la
forma

-1 -2
VY =d,_ X" Fa, X"+ -+ ax + ap.

Los n puntos dados pueden utilizarse para obtener un sistema lineal n x n, cuyas incog-
nitas son ag, dy,. . . , d,_1. Se puede demostrar que este sistema lineal tiene una tnica
solucién. En consecuencia, existe un tnico polinomio de interpolacion.

Consideremos a detalle el caso en que n = 3. En ese caso tenemos dados los puntos
(X1, ¥1), (X2, ¥2), (x3, y3), donde x; # x,, x| # X3y X, # x3 y buscamos el polinomio

y:a2x2+a1x+a0. (15)
Al sustituir los puntos dados en (15), obtenemos el sistema lineal

dlez +aix; +ap =y
ax; + a1x; + ag =y (16)
a2x32 + ayjx3 + ap = y3.

En la seccion 3.2 demostraremos que el sistema lineal (16) tiene una unica solu-
cion. De acuerdo con ello, hay un tnico polinomio cuadritico de interpolacion. En ge-
neral, existe un tnico polinomio de interpolacion de grado, a lo mds, n — 1 que pase
por n puntos dados.

Determinar el polinomio cuadrético que interpola los puntos (1, 3), (2, 4), (3, 7).

Al plantear el sistema lineal (16) tenemos

a+ ay+ay=3
4612+2611+(10=4
9a, + 3a; +ag =17

cuya solucion es (verifique)
a =1, a;= -2, ap = 4.
Por lo tanto, el polinomio cuadritico de interpolacién es
y=x'-2x+4.

Su gréfica, que se muestra en la figura 1.17, pasa por los tres puntos dados. |

En este momento pueden estudiarse las secciones 2.4, circuitos eléctricos, y 2.5,
cadenas de Markov, asf como el capitulo 11, programacién lineal, en los cuales se uti-
liza el material analizado en esta seccion.
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EJEMPLO 17

Solucion
100°
T, T,
60° ! > s
T, T,
00
Figura 1.18 A
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-1 0 1 2 3 4

DISTRIBUCION DE TEMPERATURA

Un modelo sencillo para estimar la distribucién de temperatura en una placa cuadrada
da lugar a un sistema de ecuaciones lineales. Para construir el sistema lineal adecuado,
utilizamos la informacién siguiente. La placa cuadrada estd perfectamente aislada por
arriba y por abajo, por lo que el tnico flujo de calor es a través de la placa misma. Ca-
da lado se mantiene a una temperatura constante, pero ésta puede ser diferente en cada
lado. Para aproximar la temperatura en un punto interior de la placa, utilizamos la re-
gla que promedia las temperaturas de sus cuatro puntos circunvecinos, al oeste, al nor-
te, al este y al sur.

Aproximar las temperaturas T;, i = 1, 2, 3, 4, en los cuatro puntos interiores igualmen-
te espaciados en la placa, mismos que se muestran en la figura 1.18.

A continuacion formaremos el sistema lineal para aproximar las temperaturas. Los pun-
tos de la placa cuya temperatura necesitamos conocer para este modelo se indican con
puntos en la figura 1.18. Por medio de la regla del promedio, obtenemos las ecuaciones

_60+100+T> + T

T, = J o AT — Th— Ty =160
T2=T1+1004;MO+T4 ~T, + 4T, — Ty =140
O
o BEREOR g

La matriz aumentada para este sistema lineal es (verifique)

4 —1 -1 0160

‘ -1 4 0 -1 140
[Aib]=1_1 o 4 1! 60
0 —1 —1 4 40

Utilizando eliminacién gaussiana o la reduccién de Gauss-Jordan, obtenemos la solu-
cion unica (verifique)

T) =65, T,=60°, T3=40° y T,= 735" n
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SOLUCIONES DE SISTEMAS LINEALES CON
MATRICES BINARIAS (OPCIONAL)

Las definiciones y teoremas que se desarrollan en esta seccién son validos para siste-
mas con matrices binarias. Los ejemplos 18 a 21 ilustran los conceptos de esta seccion
para tales sistemas. Nos referiremos a tales sistemas como sistemas lineales binarios.

En el caso de sistemas lineales binarios se aplican las interpretaciones siguientes.

e Las operaciones elementales por filas (renglones) sobre matrices binarias son un
intercambio de filas o la suma de una fila con otra. Esto es consecuencia de las pro-
piedades aritméticas de la aritmética binaria, y de las combinaciones lineales de
matrices binarias que se analizaron previamente.

e Si como resultado del proceso de resolucién de un sistema consistente se puede
asignar cualquier valor a una incégnita, podemos asignarle 0 o 1. Tales sistemas
tienen mds de una solucidn, pero el nimero total de soluciones posibles dependera
del ndmero de incégnitas que se puedan asignar de esta manera. Esto es, resulta im-
posible decir que tales sistemas tienen un niimero infinito de soluciones.

HI3VIJHOME M Resolver el sistema lineal binario

x+y=1
y=1 (17)

mediante la reduccién de Gauss-Jordan.

Solucion  Paso 1. La matriz aumentada del sistema lineal es

Paso 2. Luego calculamos como sigue la forma escalonada reducida por filas de la ma-
triz del paso 1:

1 1:1

0 1:1

1 0 ‘ 0| Se sumo la segunda fila a
0 11| laprimera fila.

Por lo tanto, la forma escalonada reducida por filas de la matriz aumentada es la matriz

1 0:0
[0 1) 1] (18)
Paso 3. El sistema lineal representado por (18) es
X =0
y=1
de modo que la solucidn unica del sistema lineal (17) esx =0,y = 1. |
HI3VIJHO MM Resolver el sistema lineal binario
X +z=0
y =1 (19)
x+y+z=1

mediante la reduccién de Gauss-Jordan.
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Solucidon Paso 1. La matriz aumentada de este sistema lineal es

1 1
0 0
1 1

—_—
—_—_—

Paso 2. Ahora calculamos como sigue la forma escalonada reducida por filas de la ma-
triz del paso 1:

[1 0 1:0]

01 01

11 101

I U
0 1 031 :LSL.“.W.). Ii]][)llln&.ldllldd
0 1 03] a tercera fila.

[1 0 1:0] . .
0 10 nf F
_0 0 0;0_

0
1 (20)
0

Paso 3. El sistema lineal representado por (20) es
X +z=0
y =1.
Al despejar en cada ecuacion la incégnita que corresponde a la entrada principal de ca-
da fila de (20), obtenemos
x = “—7” (el inverso aditivo de z)
y=1.
Por lo tanto, si hacemos z = b, yasea 0 o 1, entonces “—z” es igualmente 0 o 1. En con-
secuencia, el conjunto de soluciones para el sistema lineal (19) es

x=5b
y=1 210
z=b.

Como en (20) b es 0 o 1, el sistema lineal (19) tiene dos soluciones,

0 1

1 0 1

0 1 -
A3\ IHe Il Resolver el sistema lineal binario

x4y =0

x+y+z=1 (22)

x+y =1

mediante eliminacion gaussiana.



82 Capitulo 1 Ecuaciones lineales y matrices

Solucién

EJEMPLO 21

Solucién

Paso 1. La matriz aumentada de este sistema lineal es

o—o
—_— o

1

Paso 2. Una forma escalonada por filas de la matriz aumentada es (verifique)

1100
00 1:1]. (23)
00 0:1

Paso 3. El sistema lineal representado por (23) es

xX+y =0
z=1
0=1,
que es evidentemente inconsistente. Por lo tanto, (22) no tiene solucion. [ |

Resolver el sistema homogéneo binario cuya matriz aumentada es

0
1 24
1

—_ O -

L
0
1

O = =
oo O

mediante reduccion de Gauss-Jordan.

Paso 1. La forma escalonada reducida por filas de la matriz aumentada es (verifique)

11!
1 1!
00

1
0 25)
0

S = O
(NN}

Paso 2. El sistema lineal representado por (25) es

x +z4+w=0
y+z+w=0.

Al despejar en cada ecuacion la incognita que corresponde a la entrada principal de ca-
da fila de (20), obtenemos

x =“=z"4+“—w”  (los inversos aditivos de z y de w)

29

y="“=7"4+“—w (los inversos aditivos de z y de w).

En consecuencia, si hacemos z = b, igual a0 o a 1, entonces “—z” es igualmente 0 o 1.
De manera andloga, w = b implica que w es 0 o 1. Por lo tanto, el conjunto de solucio-
nes para el sistema lineal binario (25) es

x=b,+b,

y=>b,+ by, (26)

donde b, es el valor binario elegido para z, y b,, es el elegido para w. Como existen dos
opciones para z y dos para w, existen cuatro posibles soluciones:

0 1 1 0
0 1 1 0
ol> |o|> 1" ° |1
0 1 0 1 ]
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Vista preliminar de una aplicacion

Figura 1.19 »

Circuitos eléctricos (seccion 2.4)

Un circuito eléctrico es una conexién cerrada de baterias (pilas), resistores (como los
bulbos) y cables que los conectan. Las baterias y los resistores se denotan por escrito
como

+L —AW—
Baterias Resistores

La figura 1.19 muestra el ejemplo de un circuito eléctrico.

b c d

5 ohms I I
11 h
120 voltios
+ .
_ e 40 voltios 50 ohms
10 ohms
a e

f

En el caso de este circuito, hay que determinar las corrientes desconocidas 7y, I, e
I5 (en amperes) a partir de los valores de la resistencia (en ohms) a lo largo de cada re-
sistor, y el potencial electrostatico (en voltios) a lo largo de cada bateria (como se mues-
tra en la figura 1.19). Al aplicar dos leyes fundamentales de la fisica, que estudiaremos
en la seccion 2.4, determinamos que /;, I, e I3 deben satisfacer el sistema lineal

11 =1 [n 0
1 -2 o||n|=]|-16
1 s5||n 12

En la seccion 2.4 se presenta una breve introduccién a estos circuitos eléctricos.

Cadenas de Markov (seccion 2.5)

Considere el siguiente problema: las autoridades de una ciudad en donde se acaba de
inaugurar un nuevo sistema de transporte piblico han predicho que cada afio 35%
de quienes lo emplean para ir al trabajo volverdn a utilizar su auto, mientras que 65% se-
guird empleando el servicio piblico. También se espera que 45% de las personas que
actualmente van en auto al trabajo opte por el transporte colectivo, mientras que 55%
continuard manejando. En consecuencia, la probabilidad de que alguien que ahora uti-
liza el sistema de transporte publico vuelva a conducir es de 0.35. En términos de pro-
babilidades, podemos ilustrar el comportamiento esperado de los viajeros mediante la
matriz

4 _[065 045
=035 055|
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que denota la informacién siguiente:

Modo de transporte el siguiente aiio

Transporte
Modo d. publico Automovil
tra}01s Oorfe Transporte publico 0.65 0.45
o Automdévil 0.35 0.55
este arno

Cuando el sistema se pone en operacion, 15% de la gente utiliza el transporte ptblico,
mientras que 85% prefiere su auto. Suponiendo que la poblacién de la ciudad permane-
cerd constante durante mucho tiempo, a las autoridades responsables del sistema de
transporte publico les gustaria responder las siguientes preguntas:

e ;/Cudl es el porcentaje de los usuarios de cada medio de transporte después de, di-
gamos, tres afios?

e ;/Qué porcentaje de usuarios utilizardn cada medio de transporte a largo plazo?

Esta clase de problema y el que se describe en el ejemplo 9 de la seccién 1.4 son
cadenas de Markov. Las técnicas que analizaremos en la seccién 2.5 nos permiten re-
solver éstos y muchos otros problemas semejantes.

Programacion lineal (capitulo 11)

El siguiente es uno de los problemas que suelen presentarse en los procesos de manu-
factura:

Una procesadora de café utiliza granos de Colombia y de Kenia para preparar una
mezcla regular y otra de lujo. Cada libra de la mezcla regular consta de % libra de ca-
fé colombiano y % libra de café keniano. Cada libra de la mezcla de lujo consta de }1 de

libra de café de Colombia y % de libra de café de Kenia. La procesadora obtendrd una
ganancia de 2 ddlares por cada libra de la mezcla regular y 3 por cada libra de la mez-
cla de lujo. Si tiene 100 libras de café de Colombia y 120 de Kenia, ;cudntas libras de
cada mezcla debe producir para lograr la méxima utilidad posible?

Primero traduciremos este problema a una forma matematica, haciendo que x de-
note el ndmero de libras de mezcla regular y y el nimero de libras de mezcla de lujo a
procesar. Entonces, nuestro problema puede enunciarse como sigue:

Determinar valores de x y y que hagan que la expresién
z=2x+ 3y
sea lo mds grande posible, satisfaciendo al mismo tiempo las
siguientes restricciones:
x4+ 1y < 100
2 1V =

Ix+3y=<120

Este problema se puede resolver facilmente mediante las técnicas de programacién li-
neal, un drea reciente de las matematicas aplicadas que estudiaremos en el capitulo 11.
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Términos clave

Forma escalonada reducida por filas Forma escalonada por filas de una matriz Solucién trivial
Uno principal (entrada principal) Reduccién de Gauss-Jordan Solucién no trivial
Forma escalonada por filas Eliminacién de Gauss Sistemas lineales binarios
Operacion elemental por filas Sustitucién hacia atrds
Equivalente por filas Sistema lineal consistente
Forma escalonada reducida por filas de Sistema lineal inconsistente
una matriz Sistema homogéneo
1.6 Ejercicios
En los ejercicios 1 a 8, determine si la matriz dada estd en la (b) Multiplicar la tercera fila por 3.
forma escalonada reducida por filas, en la forma escalonada (¢) Sumar (—3) veces la primera fila a la cuarta.
por filas, o en ninguna de las dos.
10. Sea
10 0 0 -3 2 0 4 2
o 002 -1 3 1 1
[0 1 0 0 5] . . . . .
2 1o o 1 0 —4 Determine las matrices que se obtienen al realizar las si-
0 0 0 —1 3 guientes operaciones elementales por filas en A.
- - (a) Intercambiar la segunda y tercera filas.
(1) 8 (1) 8 (2) (b) Multiplicar la segunda fila por (—4).
3. 0 0 0 1 3 (c) Sumar 2 veces la tercera fila a la primera.
LO 0 0 0 0. 11. Determine tres matrices que sean equivalentes por filas a
0 1 0 0 27
0 0 0 0 -1 2 -1 3 4
4.0 0 0 1 4 A=10 1 2 -l
0 0 0 0 0 5.2 -3 4
L0 0 0 0 1] . . .
12. Determine tres matrices que sean equivalentes por filas a
B! 2 3 17
0 1 2 3 4 3 7 5
S 0 o0 1 —4 -1 2 -1 3
L0 0 0 0 2 0 1 4
B! 0 0 17 En los ejercicios 13 a 16, determine una forma escalonada por
6 0 1 0o 2 filas para la matriz dada en cada caso.
10 0 0 -1 _ _
L0 0 0 0l 0 -1 2 3
13 2 3 4 5
o0 0 0 0 07 R 3 -1 2
7 0o o0 1 2 =3 L3 2 4 1
10 0 0 1 0 B _
Lo 0 0 0 0] r -2 0 2
~ i 2 =3 -1 5
0 1 0 0 5 14. |1 3 2 5
8. 10 0 1 0 4 1 1 0o 2
10 1 0 -2 3] 12 -6 =2 1
9. Sea r1 2 =3 1
1 0o 3 -1 0o 3 4
-3 1 4 15. 0 1 2 —1
A= 4 2 20 L 2 3 0 -3
S r2 -1 0 1 4
Determine las matrices que se obtienen al realizar las si- 1 =2 1 4 -3
guientes operaciones elementales por filas en A. 16. 5 —4 1 6 5
(a) Intercambiar la segunda y cuarta filas. L—7 8§ -3 —14 1
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Para cada una de las matrices de los ejercicios 13 a 16, de-
termine la forma escalonada reducida por filas de la matriz
dada.

18. Sea
2 1
A=1|—1 1 2
2 1 -2

En cada parte, determine si X es una solucién para el siste-
ma lineal Ax = b.

1 0
(@A) x=|[2(;b=0 ®)x=[0]|;b=
|3 0
[—1 3
() x= 1[;b= 6
| 2 -5
1
d) x= 2:;b=|1
| -3 1
19. Sea
2 —1 3
A= 1 3 0 2
— 2 1 3

(a) x =

(c) x=

En cada parte, determine si X es una solucién para el siste-
ma homogéneo Ax = 0.

- 5 _
-3 ®) x =

LN —

3
5 d x=
1

—_— O O =

2
L 5

En los ejercicios 20 a 22, determine todas las soluciones del sis-

tema lineal dado en cada caso.

20. (a)

x+ y+2z=-1
x—=2y+ z=-5

3x+ y+ z= 3
b x+ y+3z+2w=7
2x — y +4w =38
3y + 62 =
) x+2y—4z= 3
x—2y+3z=-1
2x+3y— z= 5
4x +3y —2z= 17
Sx+2y—6z= 7
@@ x+ y+ z=0

X + z=0
2x+ y—2z=0
x+5y+5z=0

2. () x+ y+2z+3w=13

xX—=2y+ z+ w= 8

3x+ y+ z— w= 1
b)) x+y+ z=1
x+y—2z=3
2x+y+ z=2

© 2x+ y+ z—-2w= 1

3x —=2y+ z—6w=-2

X+ y— z— w=-1

6x + z-%w=-2

S5x— y+2z—-8w= 3
d x+2y+3z—-w= 0
2x+ y— z+w= 3
X —y +w=-2
22. () 2x— y+ z= 3
x=3y+ z= 4
—5x —2z=-5
b x+y+z+ w=6
2x +y —z =3
3x+y +2w =26

() 2x— y+ z= 3
3x+ y—2z=—2
xX— y+ z= 17
x+5y+7z=13
x =Ty —=5= 12

d x+2y—2z=0

2x+ y+z=0

S5x+7y+2z=0

En los ejercicios 23 a 26, determine todos los valores de a para

los que el sistema lineal resultante (a) no tenga solucion,
(b) tenga una solucion iinica, y (c) tenga una infinidad de
soluciones.

23. x + y — z=2
x+2y+ z=3
X+ y+(@—-5z=a

24, x+ y+ z=2
2x + 3y + 2z=5
2x +3y+ (@ —Dz=a+1

25. x+ y+ z=2
x+2y+ z=3

X+ y+@—-5z=a

26. x + y=3
x+(@—-8y=a

En los ejercicios 27 a 30, resuelva el sistema lineal con la
matriz aumentada dada.

1 1 1:0
27 |1 1 03
0 1 1 i1



2 3107
1 1 1 :0
® 2
1 3 3 0]
1 2 330‘
28.a) |1 1 1 0
5 7 9 0]
L2 1T
2 0 1: 4
1 o 25
12 311
12 1 412
i 2 3 118
29. (a) 30 1 17
0 2 13
rlo—2 3 147
2 -1 -3 !5
® 13 o 12
13 =3 0 ' 7]
4 2—115'
30. () |3 3 6 1
5 1 -8 8]
11 3 310
®»lo 2 1 =3 ' 3
10 2 -1 -1

31. Seaf:R®— R®la transformacién matricial definida por

X 4 1 30| x

z 2 2 0 z
b 4
Determine x, yy ztalesque f | | y = 5
Z —1

32. Seaf:R®— R®la transformacién matricial definida por

X 1 2 3 [x
flly =|-3 =2 1]y
z -2 0 2 z
X 2
Determine x, y y z tales que f y =1|2].
z 4

33. Seaf:R®— R®la transformacién matricial definida por

X 4 1  3||x
Sy ]1=12 -1 3|}y
z 2 2 0|z

*Este tipo de problemas desempefiard un papel importante en el capitulo 8.
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Determine una ecuacién que relacione a, b y ¢ de modo
que siempre podamos calcular los valores de x, y y z para
los que

(ol

34. Seaf:R® — R®la transformacién matricial definida por

X 1 2 3 X
Sy ]=1-3 -2 —-1|]|v»
z -2 0 2 z

Determine una ecuacién que relacione a, b 'y ¢ de modo
que siempre podamos calcular los valores de x, y y z para

los que
X a
iy 1=1°
b4 c

En los ejercicios 35 y 36, resuelva los sistemas lineales Ax = by
vy AX = b, por separado, y luego obtenga la forma escalonada
reducida por filas de la matriz aumentada [A | by b,]. Compare
sus respuestas.

o0t Joe[ oL

1 -2 0 3 -4
36. A=|-3 2 —=1{,by=|-7|,by= 6
4 =2 3 12 -10

En los ejercicios 37 y 38, sea

1 0 5
A=]1 1 1
0 1 —4

37. Determine una solucion no trivial del sistema homogéneo
(=4, — A)x =0."

38. Determine una solucion no trivial del sistema homogéneo
QL —Ax=0."

39. Determine una ecuacién que relacione a, b y ¢ de modo
que el sistema lineal

x+2y—-3z=a
2x +3y+3z=0»b
S5x+9y —6z=c¢
sea consistente para cualesquiera valores de a, b y ¢ que sa-
tisfagan esa ecuacion.

40. Determine una ecuacion que relacione a, b y ¢ de modo
que el sistema lineal

2x +2y+3z=a
3x — y+5z=5b
x—3y+2z=c¢

Sea consistente para cualesquiera valores de a, b y ¢ que
satisfagan esa ecuacion.
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41.

42.

43.

44.
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Determine una matriz x de 2 x 1 cuyas entradas no sean
todas cero, tal que Ax = 4x, donde

4 1
[t ]
[Sugerencia: escriba la ecuacion matricial Ax = 4x

como 4x — Ax = (4, — A)x = 0 y resuelva el sistema
homogéneo.]

Determine una matriz x de 2 x 1 cuyas entradas no sean
todas nulas, tal que Ax = 3x, donde

2 1]
]
Determine una matriz x de 3 x 1 cuyas entradas no sean
todas nulas, tal que Ax = 3x, donde

Determine una matriz x de 3 x 1 cuyas entradas no sean
todas nulas, tal que Ax = 1x, donde

1 2 -1
A=|1 0
4 —4 5

En los ejercicios 45 y 46, resuelva el sistema lineal dado y es-
criba la solucion X como X = x,, + X;, donde x, es una solucién
particular del sistema dado y xj, es una solucion para el sistema
homogéneo asociado.

45.

46.

xX+2y— z-2w=2
2x+ y—2z+3w=2
x+2y+3z+4w=>5
4x +5y —4z— w=6

I
~

x— y—2743w
3x+2y— z4+2w= 5
- y—T24+% =-2

En los ejercicios 47 y 48, determine el polinomio cuadrdtico que
interpole los puntos dados.

47.
48.

(1,2), (3, 3), (5, 8).
(1, 5), (2, 12), (3, 44).

En los ejercicios 49 y 50, determine el polinomio ciibico que in-
terpole los puntos dados.

49.
50.
51.

(=1, -6), (1, 0), (2, 8), (3, 34).

(=2,2), (=1,2), (1, 2), (2, 10).

Un ebanista fabrica sillas, mesas para café y mesas para co-
medor. Se necesitan 10 minutos para lijar una silla, 6 para
pintarla y 12 para barnizarla. Se requieren 12 minutos para
lijar una mesa para café, ocho para pintarla y 12 para barni-

*Este tipo de problemas desempeifiard un papel importante en el capitulo 8.

52.

53.

54.

55.

zarla. Son necesarios 15 minutos para lijar una mesa para
comedor, 12 para pintarla y 18 para barnizarla. El centro de
lijado estd disponible 16 horas a la semana, el de pintura 11
horas a la semana y el de barnizado 18 horas. ;Cudntas uni-
dades de cada mueble deben fabricarse por semana de mo-
do que las mesas de trabajo se utilicen a toda su capacidad?

Un editor publica un posible éxito de libreria en tres pre-
sentaciones distintas: libro de bolsillo, edicién para club de
lectores y edicién de lujo. Cada libro de bolsillo necesita un
minuto para el cosido y 2 para el pegado. Cada libro de la
edicion para el club de lectores necesita 2 minutos para el
cosido y 4 para el pegado. Cada libro en edicién de lujo ne-
cesita 3 minutos para el cosido y 5 para el pegado. Si la
planta de cosido estd disponible 6 horas diarias y la planta
de pegado 11 horas, ¢cudntos libros de cada presentacién se
pueden producir por dia de modo que las plantas se aprove-
chen a toda su capacidad?

(Se requiere cdlculo) Construya un sistema de ecuaciones
lineales para determinar un polinomio cuadratico

px) = a* +bx+c

que satisfaga las condiciones p(0) = £(0), p'(0) =f'(0) y
p"(0) = £"(0), donde f (x) = ¢**.

(Se requiere cdlculo) Construya un sistema de ecuaciones
lineales para determinar un polinomio cuadratico

px) = ax* +bx+c

que satisfaga las condiciones p(1) = f(1), p'(1) =f'(1) y
p"(1) = f"(1), donde f(x) = xe*~ L.

Determine las temperaturas en los puntos interiores 7},
i=1, 2,3, 4 para la placa que se muestra en la figura.
(Vea el ejemplo 17.)

30°
T T
50° ' > 500
R
00

En los ejercicios 56 a 59, resuelva los sistemas lineales
binarios.

56. ) x +y+2z=0

®)x+y+z=1

y+z=1 X +2z=0

x+y =1 y+z=1
57. (a) x +y +w=0 ((b)x+y =0
x t+tz+w=1 xX+y+z =1
yt+z4+w=1 xX+y+z4+w=0
58. (@) x +y+z =1 b x+y+z =0
ytz+w=1 ytz+w=0
X +w=1 X +w=0



59. Resuelva el sistema lineal binario Ax = ¢, donde

1 10 0
@ A=|0 1 Of,e=]1
1 1 1 0
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(b) A=

O O ==
—_—0 O =
—_—— = O
S O O

Ejercicios tedricos

T.1.

T.2.

T.3.
T4.

T.5.

T.6.

T.7.

T.8.

Demuestre que las propiedades (a), (b) y (c) por si solas
[excluyendo (d)] de la definicién de la forma escalonada
reducida por filas de una matriz A, implican que si una
columna de A contiene una entrada principal de alguna fi-
la, entonces todas las demas entradas de esa columna de-
bajo de la entrada principal son iguales a cero.

Demuestre que:

(a) Toda matriz es equivalente por filas a si misma.

(b) Si A es equivalente por filas a B, entonces B es equi-
valente por filas a A.

(c) Si A es equivalente por filas a B'y B es equivalente
por filas a C, entonces A es equivalente por filas a C.

Demuestre el corolario 1.1.

Demuestre que el sistema lineal Ax = b, donde A es de n
X n, no tiene soluciones si y s6lo si su matriz aumentada
es equivalente por filas a una matriz en forma escalonada
reducida, que tenga una fila cuyos primeros n elementos
son iguales a cero y cuyo (n + 1)-ésimo elemento es

igual a 1.
a b
A= [ d].

Demuestre que A es equivalente por filas a I, si y s6lo si
ad —bc # 0.

Sea

(a) Sea
a b
A= [ka kb] :

Utilice el ejercicio T.5 para determinar si A es equivalente
por filas a /,.

(b) Sea A una matriz de 2 x 2 con una fila que consta to-
talmente de ceros. Use el ejercicio T.5 para determi-
nar si A es equivalente por filas a /.

Determine la matriz en forma escalonada reducida por
filas que sea equivalente por filas a la matriz

cosf sen6
—senf cosf |’

Sea

Demuestre que el sistema homogéneo Ax = 0 sélo tiene
la solucion trivial si y sélo si ad — bc # 0.

T.9. Sea A una matriz en n x n en forma escalonada reducida

por filas. Demuestre que si A no es igual a /,, entonces A
tiene una fila que consta totalmente de ceros.

T.10. Demuestre que los valores de A para los que el sistema

homogéneo
(a — Mx + by=0
cx+(d—ry=0
tiene una solucion no trivial, satisfacen la ecuacion

(a—2)(d — X)— bc = 0. (Sugerencia: vea el
ejercicio T.8.)

T.11. Sean uy v soluciones del sistema lineal homogéneo

Ax = 0.
(a) Demuestre que u + v es una solucién.
(b) Demuestre que u — v es una solucién.

(c) Para cualquier escalar r, demuestre que ru es una
solucion.

(d) Para cualesquiera escalares r y s, demuestre que
ru + sv es una solucién.

T.12. Demuestre que si u'y v son soluciones del sistema lineal

Ax = b, entonces u — v es una solucién para el sistema
homogéneo asociado, Ax = 0.

T.13. Sea Ax = b, b # 0, un sistema lineal consistente.

(a) Demuestre que si x,, es una solucién particular del
sistema no homogéneo dado y x;, es una solucién
para el sistema homogéneo asociado Ax = 0,
entonces X, + X, €s una solucion para el sistema

dado Ax = b.

(b) Demuestre que toda solucién x del sistema lineal no
homogéneo Ax = b puede escribirse como x,, + Xy,
donde x,, es una solucion particular del sistema lineal
no homogéneo y x;, es una solucién para el sistema
homogéneo asociado Ax = 0. [Sugerencia:
seax =x, + (X — x,,).]

T.14. Justifique la segunda observacién que sigue al ejemplo

12.
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Ejercicios con MATLAB

Para emplear MATLAB en esta seccion, debe haber leido antes el
capitulo 12, hasta la seccion 12.4.

ML.1. Sea
4 2 2
-3 1 4
A=17 o 3
5 -1 5

Determine las matrices obtenidas al realizar las si-
guientes operaciones por filas, en forma sucesiva, sobre
la matriz A. Realice las operaciones por filas de manera
directa, utilizando el operador de dos puntos.

(a) Multiplique la fila 1 por % .

(b) Sume 3 veces la fila 1 a la fila 2.

(c) Sume (—1) veces la fila 1 a la fila 3.

(d) Sume (—5) veces la fila 1 a la fila 4.

(e) Intercambie las filas 2 y 4.

ML.2. Sea

—_— W= =
W= A= W=
W= W= =
Fl= = w»nl=

Determine las matrices obtenidas al realizar las si-
guientes operaciones por filas, en forma sucesiva, sobre
la matriz A. Realice las operaciones por filas de manera
directa, empleando el operador de dos puntos.

(a) Multiplique la fila 1 por 2.

(b) Sume (— %) veces la fila 1 a la fila 2.

(c) Sume (—1) veces la fila 1 a la fila 3.

(d) Intercambie loas filas 2 y 3.

ML.3. Utilice reduce para determinar la forma escalonada re-

ducida por filas de la matriz A del ejercicio ML.1.

ML.4. Utilice reduce para determinar la forma escalonada re-

ducida por filas de la matriz A del ejercicio ML.2.

ML.5. Utilice reduce para determinar todas las soluciones del

sistema lineal del ejercicio 21(a).

ML.6. Utilice reduce para determinar todas las soluciones del

sistema lineal del ejercicio 20(b).

ML.7. Utilice reduce para determinar todas las soluciones del

sistema lineal del ejercicio 27(b).

ML.8. Utilice reduce para determinar todas las soluciones del

sistema lineal del ejercicio 28(a).

ML.9. Sea
1 2
=l ]

Utilice reduce para determinar una solucién no trivial
del sistema homogéneo

(5I, — A)x = 0.

[Sugerencia: en MATLAB, introduzca la matriz A,
y luego aplique la instruccién reduce
(S*eye(size(A)) — A).]

ML.10. Sea

[t 3]

Utilice reduce para determinar una solucién no trivial
del sistema homogéneo

(=41, — A)x = 0.

[Sugerencia: en MATLAB, introduzca la matriz A,
y luego aplique la instruccién
reduce(—4*eye(size(A)) — A).]

ML.11. Utilice rref en MATLAB para resolver los sistemas li-
neales en los ejercicios 27 y 28.

ML.12. MATLAB tiene un comando inmediato para resolver los
sistemas lineales cuadrados Ax = b. Una vez que la
matriz de coeficientes A y el lado derecho b se introdu-
cen a MATLAB, el comando

x=A\b

despliega la solucidn, siempre y cuando A sea no sin-
gular (vea la definicion al principio de la seccién 1.7).
El comando con el simbolo de diagonal invertida, \, no
usa la forma escalonada reducida por filas, sino que
inicia la ejecucién de ciertos métodos numéricos que se
analizan en un curso de andlisis numérico. Para més
detalles acerca del comando, vea D. R. Hill, Experi-
ments in Computational Matrix Algebra, Nueva York,
Random House, 1988.

(a) Utilice \ para resolver el ejercicio 27(a).
(b) Utilice \ para resolver el ejercicio 21(b).

ML.13. El comando \ se comporta de manera diferente que
rref. Utilice \ y rref para resolver Ax = b, donde

1 2 3 1
A= 1|4 5 6, b=|{0
7 8 9 0

Los ejercicios ML.14 a ML.16 utilizan matrices binarias y los
comandos adicionales descritos en la seccion 12.9.

ML.14. Resuelva cada uno de los ejercicios de demostracién
integrados en la rutina binreduce. (Introduzca el co-
mando binreduce y luego la opcién < 1 > para selec-
cionar una demostracion.)

ML.15. Utilice binreduce para obtener la forma escalonada re-
ducida por filas de las matrices aumentadas binarias de
los ejercicios 56 a 59, y luego determine la solucién
para el sistema lineal correspondiente.

ML.16. Utilice binreduce para obtener la forma escalonada re-
ducida por filas de la matriz aumentada binaria

100 1:1
01 0 0:1
1 11 110

y luego determine la solucién del sistema lineal corres-
pondiente.
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LA INVERSA DE UNA MATRIZ

DEFINICION

Observacion

EJEMPLO 1

TEOREMA 1.9

Demostracion

EJEMPLO 2

En esta seccién concentraremos nuestra atencion en las matrices cuadradas, y formula-
remos el concepto correspondiente al reciproco de un niimero distinto de cero.

Una matriz A de n x n es no singular (o invertible) si existe una matriz B de n x n tal
que
AB=BA =1,

La matriz B se denomina inversa de A. Si no existe tal matriz B, entonces B es singu-
lar (o no invertible).

Con base en la definicién anterior, se deduce que AB = BA = I,;;, por lo tanto, también
A es una inversa de B.

Sean
2 3 -1 2
A_[Z 2} y B_[l _1:|
Como
AB=BA =1,
concluimos que B es una inversa de A y que A es no singular. [ |

Si una matriz tiene inversa, la inversa es tinica.

Sean By C inversos de A. Entonces BA = AC = I,,. Por lo tanto,
B =BI,=BAC)=(BA)C=1,C=C,
Con lo cual concluye la demostracién. [ |

Ahora escribiremos la inversa de A, si existe, como A~'. Asf,

AA' =AA=1,

Sea
Para determinar A_l, hacemos

Entonces, debemos tener

Lt 21fa ], 1 o

AA —[3 4][c d}_z_[O 1}
a+2 b+2d| |1 O

3a+4c 3b+4d|=|o 1|

Al igualar las entradas correspondientes de estas dos matrices, obtenemos los sistemas
lineales

de modo que

a+2c=1 b+2d=0
3a+4c=0 Y 3b+dd=1.
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Observacion

EJEMPLO 3

TEOREMA 1.10

Ecuaciones lineales y matrices

Las soluciones son (verifique) a = —2, ¢ = %, b=1lyd= —%. Ademads, como la

matriz
a b |-
c d|

también satisface la propiedad de que

b

concluimos que A es no singular y que

_ -2 1
A':[3 _1]
2 2 ]

de modo que
a+2 b+2d| |1 O
2a +4c¢ 2b+4d| |0 1]
Al igualar las entradas correspondientes de estas dos matrices, obtenemos los sistemas

lineales.

a+2c=1
2a+4c=0 y

b+2d=0
2b+4d = 1.

Estos sistemas lineales no tienen solucién, de modo que A no tiene inversa. Por lo tan-
to, A es una matriz singular. u

El método que seguimos en el ejemplo 2 para determinar la inversa de una matriz
no es muy eficiente; y en breve lo modificaremos para obtener uno mejor, pero antes
estableceremos varias propiedades de las matrices no singulares.

(Propiedades de la inversa)
(a) Si A es una matriz no singular, entonces A es no singulary
A Hl=A.
(b) Si Ay B son matrices no singulares, entonces AB es no singular y

AB)' =B A"



Sec. 1.7 Lainversa de una matriz 93

(c) Si A es una matriz no singular, entonces
Ah™'=@hr
Demostracion (a) A~!es no singular si podemos encontrar una matriz B tal que
AT'B=BA"'=1,
Como A es no singular,
AT A=4A""=1,

En consecuencia, B = A es una inversa de A*I, y como las inversas son dnicas, con-
cluimos que

A HT=A

En consecuencia, la inversa de la inversa de una matriz A no singular es A.
(b) Tenemos

ABYB'A™) =ABB YA = ALAT = a4 =1,

B 'AHYAB) =B A 'AB=B"'1B=B'B=1,

Por lo tanto, AB es no singular. Como la inversa de una matriz es tnica, conclui-
mos que

AB) ' =B 1AL

En consecuencia, la inversa de un producto de dos matrices no singulares es el pro-
ducto de sus inversas en orden inverso.
(c) Tenemos

AAl =1, y ATlA=1,
Al calcular las transpuestas, obtenemos
AANY =1T=1, vy A'AT=1"=1,.
Entonces
A Nh=AaT=1, y AlaH' =1,
Estas ecuaciones implican que
Ah~! = @Aa-HT

En consecuencia, la inversa de la transpuesta de una matriz no singular, es la trans-
puesta de su inversa. [ |

EJEMPLO 4 EESWES |:§ ﬂ, de acuerdo con el ejemplo 2,

=
L
I
|
NIW N
|
Ol= —
|
<
~
=
|
N
€
I
|
[
[
] — 1w
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COROLARIO 1.2

Demostracion

TEOREMA 1.11

SiAjp Ay ... A, son matrices no singulares de n x n, entonces AjA; - - - A, es no sin-
gulary

(AjAr--- A "= AT"ATY AT
Ejercicio T.2. -

Anteriormente definimos una matriz B como la inversa de A si AB = BA = I,,.. El
siguiente teorema, cuya demostracién omitimos, muestra que una de estas ecuaciones
es consecuencia de la otra.

Suponga que A 'y B son matrices de n x n;

(a) Si AB = I, entonces BA = 1I,.
(b) Si BA = I, entonces AB = I, [ |

UN METODO PRACTICO PARA DETERMINAR A™'

Ahora desarrollaremos un método practico para determinar A~'. Si A es una matriz da-
da de n x n, estamos buscando una matriz B = [b;;] de n x n tal que

AB=BA =1,
Denotamos las columnas de B mediante las matrices n x 1 Xy, X, . . ., X,, donde
by,
byj
;= : < j<
X; b (1<j<n).
_bnj_
Denotamos las columnas de 7, como las matrices de n x 1 ey, ey, . . ., e,. Por lo tanto,
01
0
e;=|1| «— j-¢sima fila.
L0

De acuerdo con el ejercicio T.9(a) de la seccién 1.3, la j-ésima columna de AB es la ma-
triz Ax; de n x 1. Como las matrices iguales deben coincidir columna a columna, el pro-
blema de determinar una matriz B = A~ de n x n tal que

AB =1, (D)

es equivalente al problema de determinar n matrices (cada unade n x 1) Xy, Xp, . . . , X,
tales que

Ax;=¢; (1 <j <n). 2)

En consecuencia, determinar B es equivalente a resolver n sistemas lineales (cada uno
con n ecuaciones en n incégnitas). Esto es precisamente lo que hicimos en el ejemplo 2.
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Cada uno de estos sistemas puede resolverse mediante el método de reduccién de
Gauss-Jordan. Para resolver el primer sistema lineal, formamos la matriz aumentada
[A el] y la escribimos en forma escalonada reducida por filas. Hacemos lo mismo con

[Aie],....[A e].

Sin embargo, si observamos que la matriz de coeficientes de cada uno de estos n siste-
mas lineales siempre es A, podemos resolver todos estos sistemas de manera simultd-
nea. Formamos la matriz de n x 2n

[A i e € - en]=[Ailn]
y la transformamos a la forma escalonada reducida por filas [C D]. La matriz C de
n X n es la forma escalonada reducida por filas equivalente por filas de A. Sean d;,

d,, ..., d,las n columnas de D. Entonces, la matriz [C D] da lugar a los n sistemas
lineales

Cx; =d, (1<j<n) 3)
o la ecuacién matricial
CB=D. 4)
Ahora existen dos casos posibles:
Caso 1. C = I,. En esta situacion, la ecuacién (3) se convierte en
Ix;=x;= d s
y B = D, de modo que hemos obtenido A~

Caso 2. C # I,. En este caso, el ejercicio T.9 de la seccién 1.6 implica que C tiene una
fila que consta completamente de ceros. Con base en el ejercicio T.3 de la seccién 1.3,
observamos que el producto CB de la ecuacién (4) tiene una fila de ceros. La matriz D
en (4) surgi6 de I, mediante una serie de operaciones elementales, pero resulta eviden-
te que D no puede tener una fila de ceros. Esta afirmacion puede demostrarse formal-
mente en este momento, pero pediremos al lector que acepte el resultado sin solicitar
demostraciones por ahora;. En la seccién 3.2, un argumento mediante determinantes
mostrara su validez. En consecuencia, una de las ecuaciones ij = dj no tiene solucion,
de modo que Ax; = e; tampoco la tiene y, en este caso, A es singular.

El procedimiento préctico para calcular la inversa de la matriz A es el siguiente.

Paso 1. Formar la matriz de n x 2n [ A ln] , que se obtiene al adjuntar la matriz
identidad 7,, con la matriz dada A.

Paso 2. Transformar la matriz obtenida en el paso 1 a su forma escalonada reduci-
da por filas mediante operaciones elementales por filas. Recuerde que todo lo que se
haga a una fila de A también debe hacerse a la fila correspondiente de /,,.

Paso 3. Suponga que el paso 2 ha producido la matriz [C } D] en forma escalona-
da reducida por filas.

(a) Si C =1, entonces D = AL

(b) Si C # I, entonces C tiene una fila de ceros. En este caso, A es singular y Al
no existe.
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EJEMPLO 5 Determinar la inversa de la matriz

1 1 1

A=|(0 2 3

5 5 1

Soluciéon  Paso I. Lamatriz [A | I;] de3 x 6 es
A ‘ 15

1 1 1 1 0 0
[AiL]=| 0 2 0 10
5 5 1 0 O 1

Paso 2. Ahora transformamos la matriz obtenida en el paso 1 a su forma escalonada re-
ducida por filas.

A I3
11 1 1 0o 0]
0 2 3 0 1 0
_5 5 1+ 0 0 1_
(1 1 1 1 0o 0]
0 2 3 3 0 1 0 Sumamos (—5) veces la primera fila a la
tercera fila.
_0 0O —4 =5 0 1_
11 10 1 0 o]
0 1 R 1 0 Se multiplicé la segunda fila por 1.
2 ' 2 -
L 0 —4 ' =5 0 1_
11 1 1 0o 0]
0 1 % 0 % 0 Se multiplicé la tercera fila por (—1).
5 1
[0 0 1 i 0 -l
1 1 0 —% 0 }; Se sumé (—3) veces la tercera fila a la
0 1 0 @ 15 1 3 segunda fila.
' 8 2 8 Se sumo (—1) veces la tercera fila a la pri-
0 0 1 % 0 _4]_1_ mera fila.
B 13 1 1]
: 0 0 o2 S 6 (—1) 1 la fila a la pri
15 1 3 Se sumo (—1) veces la segunda fila a la pri-
0 1 0 -3 2 8 mera fila.
5 1
o0 1 i 0 =4

Paso 3. Como C = I;, concluimos que D = A~ Por lo tanto,

B _ 1 _1

8 2 8

-1 _ 15 1 3
AT = ) 2 8
5 1

i 0 —3

Es ficil verificar que AA~' = A~ =I5, [
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Solucion

TEOREMA 1.12
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Si la matriz escalonada reducida por filas bajo A tiene una fila de ceros, entonces
A es singular. Como cada matriz bajo A es equivalente por filas a A, una vez que una
matriz bajo A tiene una fila de ceros, todas las matrices posteriores que sean equivalen-
tes por filas a A tendrdn una fila de ceros. De esta manera, podemos concluir el proce-
dimiento tan pronto encontremos una matriz F que sea equivalente por filas a A y tenga
una fila de ceros. En este caso, A~! no existe.

Determine la inversa de la matriz

1 2 =3
A=1]1 =2 1 |, si ésta existe.
5 =2 -3

Paso 1. Lamatriz [A | [3] de 3 x 6es

A ‘ I
1 2 -3: 1 0 0
[A'B]=| 1 -2 1. 0 1 0
5 -2 -3 0 0 1

Paso 2. Transformamos la matriz obtenida en el paso 1 a su forma escalonada reduci-
da por filas. Para determinar A~!, procedemos como sigue:

A Iz
1 2 =3 1 1 0 0]
1 -2 1 + 0 1 0
_5 -2 -3 0 0 1_
1 2 -3 . 1 0 o] ) ‘ .
0 _4 4 —1 1 0 Se sumé (—1) veces la primera fila a la se-
5 _2 _3 i 0 0 1 gunda fila.
1 2 =3 1 0 0] ) o
0 _4 4 ' 1 1 0 Se sum6 (—5) veces la primera fila a la ter-
0 —12 12 E _5 0 1 cera fila.
M1 2 =3 ¢ 1 0 0] )
0 _4 4 1 1 1 0 Se sumo6 (—3) veces la segunda fila a la ter-
0 0 0 ‘ 2 _3 1 cera fila.
En este punto, A es equivalente por filas a
1 2 =3
F=|0 —4 4
0 0 0

Como F tiene una fila de ceros, nos detenemos y concluimos que A es una matriz
singular. [ |

Observe que, para determinar A~ noes preciso saber de antemano si existe o no.
Simplemente iniciamos el procedimiento anterior y obtenemos A~!, o bien, conclui-
mos que A es singular.

El andlisis anterior acerca del método prictico para obtener A~! establece el si-
guiente teorema.

Una matriz de n X n es no singular si y solo si es equivalente por filas a I,. [ |



98 Capitulo 1  Ecuaciones lineales y matrices

EJEMPLO 7

SISTEMAS LINEALES E INVERSAS

Si A es una matriz de n x n, el sistema lineal AX = b es un sistema de n ecuaciones en
n incégnitas. Supongamos que A es no singular. Entonces A~! existe y podemos multi-
plicar ambos lados de Ax = b por A~! para obtener

A '(Ax) = A7'b
(A'A)x=A""b
ILx=A"b

x= A"'b.

Ademis, es evidente que x = A~'b es una solucién del sistema lineal dado. En conse-
cuencia, si A es no singular, tenemos una tnica solucion.

Aplicaciones Este método es titil para la resolucién de problemas industriales. Mu-
chos modelos fisicos se describen por medio de sistemas lineales. Esto significa que si
se utilizan como entrada n valores (que se pueden ordenar como la matriz x de n x 1), se
obtienen m valores como resultado (mismos que pueden ordenarse como la matriz b de
m x 1) mediante la regla Ax = b. La matriz A forma parte intrinseca del procedimien-
to. Asi, supongamos que hay una matriz A asociada a cierto proceso quimico. Cualquier
cambio en el mismo puede producir una nueva matriz. De hecho, hablamos de una ca-
ja negra, lo cual significa que la estructura interna del proceso no nos interesa. El pro-
blema que aparece con frecuencia en el andlisis de sistemas es la determinacion de la
entrada que debe utilizarse para obtener el resultado deseado. Es decir, queremos resol-
ver el sistema lineal Ax = b para x, al variar b. Si A es una matriz cuadrada no singu-
lar, una forma eficiente de manejar esto es la siguiente: calculamos A~! una vez, y
sierlnpre que modifiquemos b, determinamos la solucién correspondiente x formando
A™'b.

(Proceso industrial) Considere un proceso industrial cuya matriz es la matriz A del
ejemplo 5. Si b es la matriz resultante

24|,
8

la matriz de entrada x es la solucion del sistema lineal Ax = b. De esta manera,

w

1 1
® T2 78 8 0
x=A"b= Lo L 324 =10
poo iflsl L

Por otro lado, si b es la matriz resultante

entonces (verifique)

4
x=A"'] 7| =
6

— DD




TEOREMA 1.13

Demostracion

EJEMPLO 8

EJEMPLO 9

Sec. 1.7 La inversa de una matriz 99

Si A es una matriz de n x n, el sistema homogéneo
Ax =10 5)

tiene una solucion no trivial si y solo si A es singular.

Supongamos que A es no singular. Entonces, A~ existe, y al multiplicar ambos lados
de (5) por A~!, tenemos

A l(Ax) = A710

(A" Ax =0
I,x=0
x=0.

Por lo tanto, la tnica solucion de (5) es x = 0.
Dejaremos la demostracion del reciproco —si A es singular, entonces (5) tiene una
solucion no trivial— como ejercicio (T.3). [ |

Considere el sistema homogéneo Ax = 0, donde A es la matriz del ejemplo 5. Como A
es no singular,

x=A"10=0.

También podemos resolver este sistema mediante la reduccién de Gauss-Jordan. En
este caso, determinamos la matriz en forma escalonada reducida por filas que es equi-
valente a la matriz aumentada del sistema dado,

(1 1 1 0]
0 3001,
5 5 1 0]
es
(1 0 0 0]
0O 1 01 0f,
0 0 1 0]
lo cual demuestra de nuevo que la solucion es
x=0. [ ]

Considere el sistema homogéneo Ax = 0, donde A es la matriz singular del ejemplo 6.
En este caso, la matriz en forma escalonada reducida por filas que es equivalente por fi-
las a la matriz aumentada del sistema dado,

1 2 -3:0
1 -2 1L 0],
5 -2 =3:0
es (verifique)
I 0 -1:0
0 I -1:0
0O 0 O0:0

lo cual implica que

donde r es cualquier nimero real. En consecuencia, el sistema dado tiene una solucién
no trivial. L
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TEOREMA 1.14

EJEMPLO 10

Soluciéon

La demostracién del siguiente teorema se deja en manos del lector (ejercicio com-
plementario T.18).

Si A es una matriz de n X n, entonces A es no singular si y solo si el sistema lineal
AXx = b tiene una solucion vnica para cada matrizb de n x 1. |

Podemos resumir nuestros resultados acerca de los sistemas homogéneos y las ma-
trices no singulares mediante la siguiente lista de equivalencias no singulares.

Lista de equivalencias no singulares
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. A es no singular.

2. x = 0 es la tinica solucién de Ax = 0.

3. A es equivalente por filas a /,,.

4. El sistema lineal Ax = b tiene una solucién nica para cada matrizb de n x 1.

Esto significa que al resolver un problema podemos utilizar cualquiera de las cua-
tro afirmaciones anteriores, es decir, que son intercambiables. Como verd a lo largo del
curso, suele ocurrir que un problema dado se puede resolver de varias formas, y a ve-
ces un procedimiento de solucidn es mas fécil de aplicar que otro. Esta lista de equiva-
lencias no singulares ird creciendo conforme avancemos. Al final del apéndice B
aparece la lista completa, que consta de 12 afirmaciones equivalentes.

INVERSA DE MATRICES BINARIAS (OPCIONAL)

Las definiciones y teoremas desarrollados en esta seccion son vdlidos para matrices bi-
narias. Los ejemplos 10 y 11 ilustran los procedimientos computacionales de esta sec-
cion para matrices binarias en donde, por supuesto, utilizamos aritmética de base 2.

Determine la inversa de la matriz binaria

0 1 1
A=1|1 0 1
1 1 1
Paso 1. Lamatriz [A | I3] de 3 x 6es
01 1:100
[AiB]=|1 01 :0 10
11 1:00 1

Paso 2. Ahora calculamos la forma escalonada reducida por filas de la matriz obteni-
da en el paso 1. Para determinar AL procedemos como sigue:

A I3
[0 1 1 11 0 0]
01 :010
1 1:0 0 1
1 01 10 1 0] . . .
01 1:'10 0 Se intercambiaron la primera y la se-
11 1 00 1 gunda fila.
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Solucion
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1 0 1 010
0 1 1 1 00 Se sumo la primera fila a la tercera fila.
010 0 1 1
101 0 10 Se intercambiaron la segunda y la ter-
0 10 0 11 cera filas.

_0 11 10 0_

(101 .0 1 0]
010 01 1 Se sumo6 la segunda fila a la tercera fila.
0 0 1 1 1 1

(10 0 01 0 1]
01 0 0 1 1 Se sumo la tercera fila a la primera fila.
0 0 1 1 1 1

En este punto, A es equivalente por filas a /3, por lo que A es no singular y concluimos
que

Determine la inversa de la matriz binaria

11
A=|1 1 1
0 0 1
Paso 1. Lamatriz [A | I3] de3 x 6es
1 10 1 00
[AiB]=|1 11 010
0 0 1 0 0 1

Paso 2. Ahora calculamos la forma escalonada reducida por filas de la matriz obteni-
da en el paso 1. Para determinar A~', procedemos como sigue:

A I3

1 10 11 0 0]

I 1 1:010

_0 01 :00 1_

[1 1011 0 0] L
001 :110 2?1511111() la primera fila a la segunda
(000 1100 1 .

1 1001 0 0]

0 01 1 1 0]. Sesumo lasegunda filaa la tercera fila.
_0 00 .11 1_

En este punto vemos que A no puede ser equivalente por filas a I3, ya que la tercera fi-
Ia, en la parte de la matriz de coeficientes de la matriz aumentada, consta sélo de ceros.
En consecuencia, aqui A es singular. [ |
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EJEMPLO 12 Resuelva el sistema lineal binario Ax = b, donde

01 1 0
A=|10 1| y b=|1
111 1

Soluciéon  De acuerdo con el ejemplo 10, tenemos que A es no singular y

1 0 1
AT'=10 1 1
1 1 1
Asi, AXx = b tiene una solucién tnica, dada por
1 0 1 1
x=A"b=|0 1 1||l|[=]0
1 1 1 1 0

La seccion 2.6, Modelos econdomicos lineales; la seccion 2.7, introduccion a wave-
lets (ondeletas), y 1a segunda mitad de la seccion 7.2 (paginas 380 a 387), Minimos cua-
drados, utilizan el material de esta seccion; si lo desea, puede estudiarlas en este
momento.
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Vista preliminar de una aplicaciéon

Modelos econémicos lineales (seccion 2.6)

El andlisis y la prediccién econdmicos son cada vez mds importantes en nuestras com-
plejas sociedades moderna. Suponga que tenemos una sociedad sencilla, que s6lo cons-
ta de tres individuos: un agricultor, que dedicado de manera exclusiva a la produccién
de toda la comida; un carpintero, cuya Unica misién es construir todas las casas, y un
sastre, que se dedica tan sélo a la fabricacién de toda la ropa. Seleccionamos nuestras
unidades de modo que cada uno produzca una unidad del articulo que fabrica durante
el afio. Supongamos también que la parte de cada articulo consumida por cada persona
estd dada por la tabla 1.3.

Table 1.3
Bienes Bienes consumidos por:
consumidos por: Agricultor Carpintero Sastre
Agricultor = : 2
Carpintero 2 L 3
Sastre 1 ! 1

De esta manera, el agricultor consume % de la comida producida, % de los hoga-

res construidos por el carpintero, y ]3—6 de la ropa fabricada por el sastre, etcétera.

El economista tiene que determinar los precios relativos p;, p> y p3 por unidad de
comida, vivienda y ropa, respectivamente, de modo que nadie gane ni pierda dinero.
Cuando ocurre esta situacién, decimos que tenemos un estado de equilibrio. Si

P1
P= (P2,
P3

vemos que p se puede obtener al resolver el sistema lineal

Ap =p.

La seccién 2.6 analiza éste y otros modelos econémicos.

Introduccion a wavelets (seccion 2.7)

Una de las caracteristicas que definieron al siglo XX, y cuya presencia ha adquirido atin
mds fuerza en el siglo xxI, es la capacidad para transmitir grandes volimenes de infor-
macién. Entre los datos que se transmiten estdn archivos de huellas dactilares para apli-
caciones legales, procesamiento de sefiales para restauracion de archivos, sefales de
radio del espacio exterior, estudios de sismologia, resultados de rayos x que se envian
de un servicio médico a otro, imdgenes y muchas otros. Con el paso del tiempo se han de-
sarrollado varios esquemas que transforman la informacién original, la comprimen, la
transmiten y luego hacen posible la recuperacion de los datos de origen. Ejemplos de
tales esquemas incluyen el c6digo Morse, codificadores de muchas clases, y sefiales uti-
lizadas en radio, television y transmision de microondas.
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Uno de dichos esquemas, cuya existencia data de hace menos de 20 afios, es el que
se conoce como método de wavelets (u ondeletas). La enorme atencion que ha recibi-
do, se debe a que puede utilizarse con éxito en una amplia variedad de aplicaciones en
medicina, ciencia e ingenieria. El método de wavelets transforma la informacién origi-
nal en una forma equivalente a la informacién dada, pero mds facil comprimir, por lo
que la cantidad de datos que debe transmitirse se reduce. Una vez que la informacion
se ha transmitido, la siguiente fase del procedimiento consiste en construir una aproxi-
macién de la informacion original, el wavelet. En la seccién 2.7 proporcionamos una
introduccién muy elemental al método de wavelets para pequefios conjuntos de datos
discretos, empleando sélo técnicas bésicas de dlgebra lineal.

Ajuste por minimos cuadrados (seccién 7.2)

La recoleccion y andlisis de datos es un problema que surge con frecuencia en las cien-
cias exactas, la ingenieria, la economia y las ciencias sociales. Al graficar varios datos,
se obtiene un resultado semejante al que se muestra en la figura 1.20. El problema con-
siste en trazar la linea recta que “mejor se ajuste” a los datos dados. Esta recta aparece
en la figura 1.21. La técnica para resolver este problema se llama método de los mini-
mos cuadrados, y serd analizada en la seccion 7.2.

Figura 1.20 A Figura 1.21 A

El procedimiento para determinar la recta que mejor se ajusta a los datos dados se pre-
senta en la seccidn 7.2. Su justificacion aparece en la primera parte de esa seccion, y en
ella se utiliza el material de las secciones 4.2y 6.9.



Términos clave

Inversa
Matriz no singular (o invertible)
Matriz singular (o no invertible)
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1.7 Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, utilice el método de los ejemplos 2 y 3.

1. Demuestre que [_% ;] es no singular.

2. Demuestre que [_i _é] es singular. 9,

3. (La matriz siguiente es singular o no singular?

4

Si es no singular, determine su inversa.

4. ;La matriz siguiente es singular o no singular? 10.

1 2 -1
3 2 3
2 2 1

Si es no singular, determine su inversa.

11.

En los ejercicios 5 a 10, determine la inversa de las matrices
dadas, si esto es posible.

- 1 2 3
5. @) | ) 3] ® |1 1 2

1 2 3
) |1 1 2
K 1 1
B 2 =3 1
-1 3 -3 =2
@15 o0 1 s
L 3 1 =2 5
3 1 2] 3
(b) 1 2 © |1 1 2
R 2] 0
s L
(@ |0 1 21 (b)
1 3 2 —1 3 1
L - 4 2 1 =5
2 1 2]
) |3 4 6
L7 6 2]
(Cudl (o cudles) de los siguientes sistemas lineales tiene

una solucién no trivial?
(@) x+2y+3z=0 b)) 2x+ y— z=0
2y +2z=0 x—2y—3z=0
x+2y+3z2=0 —3x— y+2z=0

L L 1 2 12. ;Cuadl (o cudles) de los siguientes sistemas lineales tiene
1 1 1 17 una solucién no trivial?
1 -1 2
(c) 1 -1 > 1 @ x+y+2z=0 ®) x— y+ z=0
1 3 2 2x +y+ z=0 2x + y =0
- - 3x —y+ z=0 2x =2y +2z=0
- 1 2 3
1 3 (©)2x— y+5z=0
swly o] o {0 2 3 PSS
L 1 2 4 X— y+4z=0
r1 1 2 1
-2
(c) 8 3 g (1):| 13. Si A7 ' = [% i], determine A.
L1 2 1 =2
1 1 1 1 14. Si A7 ' = [_? _‘1‘] determine A.
7. i 3 oL 3 12
2 4 1 2 - 1 15. Demuestre que una matriz que tiene una fila o una columna
B 5 9 6 formados exclusivamente por ceros debe ser singular.
© i % ; 16. Determine todos los valores de a para los que la inversa de
c
R 0 1 1 1 0
— A=|1 0 0
1 1 1 1 2 1 2 4

2
8. (|1 2 3 ® |1 3 1
1 2

(=)
—_
—_
W

existe. ;Cudl es el valor dentro A~!?
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17. Considere un proceso industrial cuya matriz es

A=

NSO S

1
2 -1
1

Determine la matriz de entrada para cada una de las si-
guientes matrices resultantes:

30 12
(a) |20 (b) | 8
10 14

1 3
18. A=
8. Suponga que [2 7].

(a) Determine A~ I

(b) Determine (A7)~ (Como se relacionan @n-! y Al

19. ;La inversa de una matriz simétrica no singular siempre es
simétrica? Explique.

20. (a) (A+B)'=A"'+B !paratodaAy B?
() ((cAH = lA“ , parac # 0?
C

21. (Para qué valores de X el sistema homogéneo
A —Dx+ 2y =0
2x+ (A —1Dy=0
tiene una solucién no trivial?

22. SiAy B son no singulares, (A + B, A — B, y —A son no sin-
gulares? Explique.

4 0 0
23. SiD=|0 —2 0/, determine D"
0 0 3
o 32 ~ 2 5 . 1
1 _ 1 _
24. Si A _|:1 3:|yB _|:3 _2:|,determme (AB)~ .

25. Despeje x de Ax = b, si

1

2]es
-3
una solucion del sistema no homogéneo Ax = 0. ;A es sin-
gular o no singular? Justifique su respuesta.

26. Sea A una matriz de 3 x 3. Suponga que x =

En los ejercicios 27 y 28, determine la inversa de la matriz por
bloques dada, A, y exprese A~" como una matriz por blogues.

g L Py

27. 13 11 0 28. | 2202
00_4 0 016 7

‘ 0 0!1 1

En los ejercicios 29 y 30, determine la inversa de cada matriz
binaria dada, si esto es posible.

11 1 1 0 1
29. ) [1 1 0 ® |1 1 1
10 0 01 0
1 00
1 1 1 0
©to 11 1
L0 0 1 1
[0 1 1 1 0
30. @ [1 0 1 ® |1 1 1
110 1 0 1
00 1 1 0
00 1 1
© 11 0 01
L1 1.0 0

En los ejercicios 31y 32, determine cudles de los sistemas li-
neales binarios tienen solucion no trivial.

3. @ x+y+z=0 (b) x =0
X +2z=0 x+y+z=0

y =0 X +2z=0

32. (a) x +y =0 (b) y+z=0
x+y+z=0 X +z=0
y+z=0 x+y =0

Ejercicios tedricos

T.1. Suponga que A y B son matrices cuadradas y que AB = O.
Si B es no singular, determine A.

T.2. Demuestre el corolario 1.2.

T.3. Sea A una matriz de n x n. Demuestre que si A es singu-
lar, el sistema homogéneo Ax = ( tiene una solucién no
trivial. (Sugerencia: utilice el teorema 1.12.)

T.4. Demuestre que la matriz

el ]

es no singular si y sélo si ad — bc # 0. Si esta condicién

se cumple, demuestre que

rd —b
ad —bc ad — bc
Al =
—c a
L ad —bc  ad — bc
T.5. Demuestre que la matriz
[ cos® sen6
| —sen 6 cos6

es no singular, y calcule su inversa.



T.6. Demuestre que la inversa de una matriz triangular supe-
rior (inferior) no singular es triangular superior (inferior).

T.7. Demuestre que si A es singular y Ax = b, b # 0 tiene una

solucion, entonces tiene una infinidad de soluciones. (Su-
gerencia: utilice el ejercicio T.13 de la seccioén 1.6.)

T.8. Demuestre que si A es una matriz simétrica no singular,
entonces A~! es simétrica.

T.9. Sea A una matriz diagonal con entradas de la diagonal
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T.10. SiB = PAP_I, exprese Bz, B3, . Bk, en donde k es un
entero positivo, en términos de A, Py Pl

T.11. Haga una lista de todas las posibles matrices binarias de 2
X 2,y determine cudles son no singulares. (Vea el ejerci-
cio T.13 de la seccién 1.2.)

T.12. Si Ay B son matrices binarias no singulares de 3 x 3, jes
posible que AB = O? Explique.

ajy, @y, - . ., @, distintas de cero. Demuestre que A~ T.13. Determine cudles matrices binarias A, de 2 x 2, tienen la
es no singular y que A~! es una matriz diagonal con en- propiedad de que A% = O. (Vea el ejercicio T.13 de la sec-
tradas de la diagonal 1/ay,, l/ay,, . . ., 1/a,,. cién 1.2.)

Ejercicios con MATLAB

Para emplear MATLAB en esta seccion, debe leer primero el capi- rref([A eye(size))]).

tulo 12, hasta la seccion 12.5. | | 5

ML.1. Utilice MATLAB para determinar cudles de las siguientes (a) A= B §:| b)) A=|0 2 1
matrices son no singulares. Emplee el comando rref. 1 0 0

1 2
@ A=1|_, 1]

1 2 3
b)yA=|4 5 6
7 8 9

1 2 3

) A=14 5 6
7 8 0

ML.2. Utilice MATLAB para determinar cudles de las siguientes
matrices son no singulares. Emplee el comando rref.

Lo 1 0 0
(a)A:|:2 4} ® A=|0 1 0
111

12 1

© A=|0 1 2

1 0 0

ML.3. Utilice MATLAB para determinar la inversa de cada una
de las siguientes matrices. Emplee el comando
rref([A eye(size(A))]).

11 2
1 3

(a)A:[ ] b A=1[2 1 1
b2 1 2 1

ML.4. Utilice MATLAB para determinar la inversa de cada una
de las siguientes matrices. Emplee el comando

ML.5. Utilice MATLAB para determinar un entero positivo ¢ tal
que (1 — A) sea singular.

L3 4 1 2
(a)A=[3 1] b A=[1 4 1
0 0 —4

En los ejercicios ML.6 a ML.9 se emplean matrices binarias y
los comandos adicionales que se describen en la seccion 12.9.

ML.6. Por medio de binreduce determine cudles de las matri-
ces binarias en los ejercicios 29 y 30 tienen una inversa.

ML.7. Por medio de binreduce determine cudles de los siste-
mas lineales binarios en los ejercicios 31 y 32 tienen una
solucién no trivial.

ML.8. Por medio de binreduce determine cudles de las matri-
ces siguientes tienen una inversa.

L1 oo 1100 1

011 0 01 1 10

(a) ® |0 00 1 0

111 1

010 0 01 1 1 1
1101 1

ML.9. Sea B = bingen(1, 7, 3); esto es, la matriz cuyas colum-
nas son las representaciones binarias con tres bits de los
enteros 1 a 7. Determine dos submatrices de 3 x 3 que
tengan una inversa, y dos que no tengan inversa.

EE] FACTORIZACION LU (OPCIONAL)

En esta seccién estudiaremos una variante de la eliminacion gaussiana (presentada en
la seccidn 1.6), la cual descompone una matriz como un producto de una matriz trian-
gular inferior y una matriz triangular superior. Esta descomposicién conduce a un
algoritmo para resolver un sistema lineal Ax = b, que es el mds utilizado en las
computadoras para resolver sistemas lineales. La razon principal por la que este méto-
do es tan utilizado, radica en que proporciona la manera méds econémica de resolver
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un sistema lineal en el que tenemos que cambiar de manera repetida el lado derecho.
Este tipo de situacidén suele presentarse en problemas de aplicacién. Por ejemplo, una
compaiiia de servicio eléctrico debe determinar las entradas (Ias incognitas) que nece-
sita para producir algtin resultado requerido (los lados derechos). Las entradas y los re-
sultados pueden estar relacionados por un sistema lineal, cuya matriz de coeficientes es
fija, mientras que el lado derecho cambia dia con dfa, o incluso cada hora. La descom-
posicién que se analiza en esta seccion también es ttil para resolver otros problemas en
dlgebra lineal.

Cuando U es una matriz triangular superior y todas las entradas de la diagonal son
diferentes de cero, el sistema lineal Ux = b puede resolverse sin transformar la matriz
aumentada [U b] a la forma escalonada reducida por filas (renglones) o a la forma
escalonada por filas. La matriz aumentada de tal sistema estd dada por

uyn Uiz uyz o ccc Ui by
0 uxm wuzz - Uz b
0 0 wusz -+ wuz . bs
0 0 0 - uy ' b,
La solucién se obtiene mediante el algoritmo siguiente:
by
X, =
ui’l}'l
bn—l — Up—1nXn
Xp|l = ——
Up—1n—1
j—1
bj — E Uk X
k= .
xj:—", j=nn—1,...,2, 1.
Ujj

Este procedimiento es sélo una sustitucion hacia atras, como la que utilizamos 1
en la seccion 1.6 junto con la eliminacién gaussiana, pidiendo adicionalmente que las
entradas de la diagonal fuesen iguales a 1.

De manera similar, si L es una matriz triangular inferior con todas las entradas de
la diagonal diferentes de cero, el sistema lineal Lx = b puede resolverse por sustitu-
cién hacia adelante, que consiste en el procedimiento siguiente: la matriz aumentada
tiene la forma

511 0 0 .o (VI b]
by € O - 0 b
by €z b33 oo+ 0 D3
Enl £n2 en3 e enn i bn
y la solucién estd dada por
b
X1 = —
1511
by — £1x)
Xg = ——
1553
: .
bj — Zéjkxk
k=1
xj Y j = 27- ) n

£jj
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Esto es, procedemos hacia abajo, a partir de la primera ecuacion, despejando una incég-
nita de cada ecuacion.
En el ejemplo siguiente se ilustra la sustitucién hacia adelante.

Para resolver el sistema lineal

5X1 =10
4)(] - 2)(?2 =28
2x1 + 3xy + 4x3 = 26

utilizamos la sustitucién hacia adelante. De acuerdo con el algoritmo que se dio antes,
obtenemos

10
X1=—=2
5
28 — 4x,
X)=———=-10
-2
_26—2)61—3)(?2

X3 = = 13,

4

que implica que la solucién para el sistema de ecuaciones triangular inferior dado es

2
x=|-—10{.

Como se ilustré anteriormente, la facilidad con la que pueden resolverse los siste-
mas de ecuaciones con matrices de coeficientes triangular superior o inferior es muy
atractiva. Los algoritmos de sustitucién hacia adelante y hacia atrds son rdpidos y sen-
cillos de usar, por lo que se les emplea en otros importantes procedimientos numéricos
para resolver sistemas de ecuaciones, tal como veremos mds adelante.

Suponga que una matriz A de n x n puede escribirse como un producto de una ma-
triz L, triangular inferior, y una matriz U, triangular superior; esto es,

A=LU.

En este caso, decimos que A tiene una factorizacion LU o una descomposicion LU.
La factorizaciéon LU de una matriz A puede usarse de manera eficiente para resolver un
sistema lineal Ax = b. Al sustituir LU por A, tenemos

(LU)x=Db
0, de acuerdo con el inciso (a) del teorema 1.2, seccion 1.4,
L(Ux) =b.

Haciendo Ux = z, esta ecuacion matricial se transforma en
Lz =b.

Como L estd en la forma triangular inferior, resolvemos directamente para z por medio
de sustitucion hacia adelante. Una vez que determinamos z, y como U es triangular su-
perior, resolvemos Ux = z por sustitucion hacia atrds. En resumen, si una matriz A de
n x n tiene una factorizacion LU, la solucién de Ax = b puede determinarse por medio
de una sustitucién hacia delante, seguida de una sustitucion hacia atrds. Este procedi-
miento se ilustra en el siguiente ejemplo.
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JI3VI4dKe A Considere el sistema lineal

6x; —2xp — 4dx3+4x4= 2
3x; —3xp — 6x3+ x4= —4
—12x; + 8xp + 21x3 — 8x4 = 8
—6x1 — 1OX3 + 7)C4 = —43
cuya matriz de coeficientes
6 -2 —4 4
3 -3 -6 1
A=1_12 8 21 -8
—6 0 -—10 7
tiene una factorizacién LU, con
1 0 0 0 6 -2 —4 4
T -2 —4 -1
L= 3 0 0 y U= 0
-2 =2 1 0 0 0 5 =2
-1 1 -2 1 0 0 0 8

(verifique). Para resolver el sistema dado por medio de esta factorizacién LU, procede-
mos como sigue. Sea

2
—4
8
—43

Entonces resolvemos Ax = b escribiendo LUx = b. Primero hacemos Ux = z y resol-
vemos Lz = b:

b=

L0 0 0fpg, 2
11 0 0||zm]| | -4
-2 =2 1 0]]z 8
—1 1 —2 1|lu —43
por sustitucion hacia delante, con lo que, obtenemos
1 = 2
n=-4-3z1=-5

23=84+2z71+2z,=2
24 =—434+ 71 — 20+ 2723 = =32.
Ahora resolvemos Ux = z,

6 -2 —4 47 Mx; 2
0 -2 —4 -1 x| | =5
0 0 5 =210 |x3| 21
0 0 0 8 X4 -32
por sustitucién hacia atrds, con lo que, obtenemos
—-32 4
Xy = ——— —= —
‘T8
2+ 2x
X3 = T4 =—1.2
—5+4
Xy = —+ );3+x4 =6.9

. 24 2xy +4x3 —4xy

=4.5.
6

X1
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En consecuencia, la solucién para el sistema lineal dado es

4.5
6.9
—1.2
—4 |

X =

A continuacion se demuestra como obtener una factorizacion LU de una matriz,
modificando el procedimiento de eliminacién gaussiana que se analiza en la seccion
1.6. No se permitird intercambio de filas (renglones), y no se exige que las entradas de
la diagonal tengan 1. Al final de esta seccién proporcionaremos una referencia que in-
dica como ampliar el esquema de factorizaciéon LU para tratar con matrices en donde
sean necesarios los intercambios de filas. Tenga en cuenta que la Unica operacion ele-
mental por filas permitida es la de sumar un miltiplo de una fila a una fila diferente.

Para describir la factorizacién LU, presentamos un procedimiento paso a paso en
el siguiente ejemplo.

Sea A la matriz de coeficientes del sistema lineal del ejemplo 2.

6 -2 —4 4

3 -3 -6 1
—12 8 21 -8
-6 0 —-10 7

A=

Procedemos a “hacer cero” las entradas debajo de la diagonal, usando solamente la ope-
racién de sumar un multiplo de una fila a otra fila.

Procedimiento Matrices usadas

Paso 1. “Hacer ceros” debajo de la prime-
ra entrada de la diagonal de A. Sumar (—1)

veces la primera fila de A a su segunda fila.
Sumar 2 veces la primera fila de A a la ter-
cera. Sumar 1 vez la primera fila de A a su
cuarta fila. A la matriz resultante le llama-
mos U; a la matriz resultante.

Empezamos a construir una matriz triangu-
lar inferior, L, con unos en la diagonal
principal, para registrar las operaciones por
fila. En la primera columna de L1, escriba
los negativos de los multiplicadores utiliza-
dos en las operaciones por filas, inicie deba-
jo del primer elemento de la diagonal de L;.

Paso 2. “Hacer ceros” debajo de la segunda
entrada de la diagonal de U;. Sumar 2 veces
la segunda fila de U; a su tercera fila. Su-
mar (—1) veces la segunda fila de U; a su
cuarta fila. Llame A la matriz resultante 114-
mele U, a la matriz resultante.

Escriba los negativos de los multiplicado-
res de las operaciones por renglén filas de-
bajo de la segunda entrada de la diagonal
de L;. Llame a la nueva matriz L, a la nue-
va matriz.

U= -2

-2

* ¥ = O

—4
—4
13
—14

* = O O

* = O O

—1

11

- o O O

—1
-2
12

- o O O
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Observacion

Paso 3. “Hacer ceros” debajo de la tercera

entrada de la diagonal de U,. Sumar 2 veces

la tercera fila de U, a su cuarta columna. Us
Llame A la nueva matriz lldmele Us a la

nueva matriz.

Escriba el negativo del multiplicador deba- 1 0 0 0
jo de la tercera entrada de la diagonal de L,. I 11 0 o0
Denomine A la nueva matriz llamele L3 a la T2 2 1 0
nueva matriz. -1 1 =2 1

Sean L = L3y U = Uj. De acuerdo con ello, el producto LU proporciona la matriz ori-
ginal A (verifique). Este sistema de ecuaciones lineales se resolvi6 en el ejemplo 2 usan-
do la factorizacion LU que se acaba de obtener. |

En general, una matriz dada puede tener méds de una factorizacién LU. Por ejemplo, si
A es la matriz de coeficientes considerada en el ejemplo 2, otra factorizacion LU es LU,
donde

2 0 0 0 3 -1 -2 2
I -1 0 0 0 2 4 1
L=1_4 2 1 of Y U=Slo 0o 5 =2
2 -1 -2 2 0O 0 0 4

Ademads del esquema de almacenamiento de multiplicadores descrito en el ejemplo 3,
existen muchos métodos para obtener una factorizaciéon LU de una matriz. Es impor-
tante observar que si a;; = 0, el procedimiento usado en el ejemplo 3 no da buenos re-
sultados. Ademds, si la segunda entrada de la diagonal de U, es cero, o si la tercera
entrada de la diagonal de U, es cero, el procedimiento también falla. En tales casos,
podemos tratar de reacomodar las ecuaciones del sistema y volver a empezar, o usar uno
de los otros métodos para la factorizacion LU. Casi todos los programas de computo para
factorizacién LU incorporan intercambios de filas en el esquema de almacenamiento de
multiplicadores, y utilizan estrategias adicionales para controlar el error de redondeo.
Si se requiere intercambiar dos filas, el producto L y U no es necesariamente A, sino
una matriz que es una permutacion de renglones de A. Por ejemplo, si se realiza un in-
tercambio de filas cuando se utiliza la comando lu de MATLAB en la forma [L,U]=lu(A),
el programa responde con lo siguiente: la matriz que se obtuvo como L no es triangu-
lar inferior, U es triangular superior y LU es A. El libro Experiments in Computational
Matrix Algebra, de David R. Hill (Nueva York: Random House, 1988, distribuido por
McGraw—Hill) explora estas modificaciones del procedimiento para la factorizacién
LU.

Términos clave

Sustitucién hacia atras
Sustitucién hacia adelante
Factorizacion (o descomposicién) LU
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1.8 Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, resuelva el sistema lineal AX = b con la
factorizacion LU dada de la matriz de coeficientes A. Resuelva
el sistema lineal usando una sustitucion hacia delante, seguida

por una sustitucion hacia atrds.

2 8 0 18
1. A= 2 =3|, b=]| 3],
12 7 12
2 0 o0 1 4
L=|2 =3 of, u=|0 2 1
-1 4 0 0
(8 12 —4 -36
2.A=16 5 7|, b= 11],
2 1 6 16
(4 0 0 2 3 -1
L=|3 2 o, u=|0 =2 5
R 0o 0 2
r2 3 0 17 -2
4 5 3 3 -2
MA=1, 6 7 7| "=l
L 8 9 5 21 —66
1 0 0 07
2 1 0 0
L=1_1 3 1 of
L4 3 2 1]
2 3 0 1
0 -1 3 1
Uz[o 0 -2 5
0 0 0 4
T4 2 1 07 6
-4 -6 1 3 13
4 A=1 3 16 -3 a4l P=] 2|
L20 10 4 -3 15
1 0 0 07
-1 1 0 0
L=l 5 3 1 of
L 5 0 —1 1]

4 2 1 0
0 —4 2 3
U=lo o 1 5
0o 0 0 2

En los ejercicios 5 a 10, determine una factorizacion LU de la
matriz de coeficientes del sistema lineal dado, Ax = b. Resuelva
el sistema lineal por medio de una sustitucion hacia delante, se-
guida por una sustitucion hacia atrds.

2 3 4 6
5.A=|4 5 10|, b=]|16
4 8 2 2
-3 1 =2 15
6. A=|—-12 10 -6, b=| 82
15 1312 -5
(4 2 3 1
7.4=12 0 5|, b=]|-1
12 -3
-—5 4 0 1 17
-30 27 2 7 ~102
B.A=1 "5 H» o 2 P=| 4
0w 1 -2 1 -6
21 0 —4
1 0 025 -1
. A=1_5 11 o025 62|
L 4 22 03 -—24
-3
—15
b=1 55
2.2
4 1 025 —0.5
0.8 06 125 —2.6
1. A=\ _16 _008 001 02|
8 152 —06 —13
—-0.15
9.77
bz{ 1.69
—4.576

Ejercicios con MATLAB

La rutina lupr proporciona un procedimiento paso a paso para
obtener la factorizacion LU que se analizo en esta seccion.

Una vez que tenemos la factorizacion LU, las rutinas forsub y
bksub pueden usarse para realizar la sustitucion hacia adelante
y hacia atrds, respectivamente. Utilice help para obtener infor-

macion adicional de estas rutinas.

ML.1. Utilice lupr en MATLAB para determinar una factoriza-

cion LU de

ML.2. Utilice lupr en MATLAB para determinar una factoriza-

cioén LU de
8 —1 2
A= 1|3 7 2
1 1 5

ML.3. Resuelva en MATLAB el sistema lineal del ejemplo 2,
usando lupr, forsub y bksub. Compruebe su factoriza-
cién LU por medio del ejemplo 3.

ML.4. Resuelva en MATLAB los ejercicios 7 y 8, usando lupr,
forsub y bksub.
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Ideas clave para el repaso

B Método de eliminacion. Para resolver un sistema lineal,
se realizan las siguientes operaciones las veces que sean
necesarias:

1. Intercambiar dos ecuaciones.

2. Multiplicar una ecuacién por una constante distinta de cero.

3. Sumar un miltiplo de una ecuacién a otra ecuacion.

B Operaciones matriciales. Suma (vea la pagina 14); multi-
plicaciéon por un escalar (vea la pagina 15); transpuesta
(vea la pdgina 16); multiplicacion (vea la pagina 23).

B Teorema 1.1. Propiedades de la suma de matrices. Vea la pa-
gina 39.

B Teorema 1.2. Propiedades de la multiplicacién de matrices.
Vea la pagina 41.

m Teorema 1.3. Propiedades de la multiplicacién por un esca-
lar. Vea la pagina 45.

m Teorema 1.4. Propiedades de la transpuesta. Vea la pagina
45.

m Forma escalonada reducida por filas. Vea la pigina 62.

B Procedimiento para transformar una matriz a una forma
escalonada reducida por filas. Véanse las paginas 65-66.

B Procedimiento de reduccién de Gauss-Jordan (para resol-
ver el sistema lineal Ax = b). Vea la pagina 70.

m Procedimiento de eliminacién gaussiana (para resolver el
sistema lineal AXx = b). Vea la pagina 70.

B Teorema 1.8. Un sistema homogéneo de m ecuaciones en n

incégnitas siempre tiene una solucién no trivial si m < n.

m Teorema 1.10. Propiedades de la inversa. Vea las paginas

92-93.

m Método prictico para determinar A™, Vea las paginas

94-95.

B Teorema 1.12. Una matriz de n x n es no singular si y sélo

si es equivalente por filas a /..

m Teorema 1.13. Si A es una matriz de n x n, el sistema ho-

mogéneo Ax = () tiene una solucidén no trivial si y sélo si A
es singular.

m Lista de equivalencias no singular. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

1. A es no singular.
2. x =0 es la unica solucién de Ax = 0.
3. A es equivalente por filas a I,,.

4. El sistema lineal Ax = b tiene una solucién tnica para ca-
da matrizb de n x 1.

m Factorizacion LU (para escribir una matriz A de n x n

como LU, donde L es una matriz triangular inferior y U
es una matriz triangular superior). Vea el ejemplo 3,
paginas 111-112.

Ejercicios complementarios

En los ejercicios 1 a 3, sean

1 2 3 =5 4 1

Calcule 2A + BC, si esto es posible.
Calcule A% — 2A + 31, si esto es posible.
Calcule AT + BTC, si esto es posible.

2w bd =

(a) Si A 'y B son matrices n X n, jcudndo ocurre que
(A+ B)(A-B)=A’>-B%?
(b) Sean A, By C matrices n x n tales que AC = CA'y BC
= CB. Verifique que (AB)C = C(AB).

5. (a) Escriba la matriz aumentada del sistema lineal

X1+2X2—X3+ X4 = 7

2)(1 — X2 + 2)C4 = —8
(b) Escriba el sistema lineal cuya matriz aumentada es
3 2 -4
5 12
3 26

6. Seaf: R* — R?la transformacién matricial definida por
f(x) = Ax, en donde

2 1
A=11 0 -1
3 1

1
Determine k de modo que w = | 1 | no esté en el rango de f.
1

7. Seaf:R* — R?la transformaci6n matricial definida por

f(x) = Ax, en donde

02 10
A=|1 0 2 1
1 1 k ¢
4
Determine todos los valores de k de modo que w = | 2
6
esté en el rango de f.
8. Si
1 3 -2 5
2 1 3 2
A=l 4 7 21 =8|
-3 1 -8 1

determine una matriz C en forma escalonada reducida por
filas que sea equivalente por filas a A.

9. Determine todas las soluciones del sistema lineal
x+y— z=5
2x+y+ z=2
x —y—2z7=3.



10.

11.

Determine todas las soluciones del sistema lineal
x+ y—z+ w= 3
2x — y—z+4+2w= 4
—3y+z =-2
=3x +3y +z—3w=-5.

sultante (a) no tenga solucidn, (b) tenga una unica solucién
y (¢) tenga una infinidad de soluciones

xX+y— z=3
x—y+ 3z=4
x+y+(a*—10)z =a.

12. Determine una ecuacion que relacione b, by y b;, de modo
que el sistema lineal con matriz aumentada
1 —2 1 b
2 -1 —=1.:b,
4 =5 1 b;
tenga una solucién.
13. Si
5 3 1
A=1(0 4 2
0o o0 4

14.

15.

16.

17

y A = 4, determine todas las soluciones del sistema homo-
géneo (A3 —A)x = 0.

(Para qué valores de a es consistente el sistema lineal
X1 + x3= a’
2x1 4+ X2 + 3x3 = —3a
3x; +x +4x3 =2

De ser posible, determine la inversa de la matriz
1 2 3
2 5 3
1 0 8
De ser posible, determine la inversa de la matriz
-1 2 1
1 0 1
-3 2 3
. (El sistema homogéneo con matriz de coeficientes
—1 3
1 2 =3
2 1 0

tiene una solucion no trivial?

1 2 -1
18.Si A1 =3 4 2]y
0 1 =2
0 1 1
B'=| 1 o0 1],
-2 3

calcule (AB)™ L

Determine todos los valores de a para los que el sistema re-

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
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Ejercicios complementarios

Despeje x en AX = b si

1 0
A'=]0 1 0 y b=]1
301 -1 3

(Para qué valor(es) de A el sistema homogéneo
r =2+ 2y =0
2x4+ (A —2)y=0
tiene una solucién no trivial?
SiAesunamatrizden x ny At =0, verifique que

I,-A)'=1+A+A%+ A%

Si A es una matriz de n X n no singular y ¢ es un escalar
distinto de cero, ;cudl es el valor de (cA)_l?

(Para qué valores de a ocurre que el sistema lineal
x+y=3
S5x+Sy=a
(a) no tiene solucion, (b) tiene exactamente una solucion,
(c) tiene una infinidad de soluciones?

Determine todos los valores de a para los que los siguientes
sistemas lineales tienen solucién.

(@) b)) x+2y+ z=d
X+ y+3z=a

3x +4y +8z=28

x+2y+ z=a4>
X+ y+3z=a
3x +4y +7z=28

Determine todos los valores de a para los que el siguiente
sistema homogéneo tiene soluciones no triviales.

(1 -a)x +z=0
—ay+z=0
y—az=0.

Determine el nimero de entradas en o sobre la diagonal
principal de una matriz de k x k cuando (a) k = 2;
b)k=3;()k=4;(d) k=n.

Sea

(a) Determine una matrizde 2 x k B # O, tal que AB = O
parak =1,2,3,4.

(b) ¢La respuesta que dio al inciso (a) es la tnica posible?
Explique.

Determine todas las matrices 2 x 2 con entradas reales, de

la forma
a b
=[5 7]

Una matriz A de n X n (con entradas reales) es una raiz
cuadrada de la matriz B de n x n (con entradas reales) si
A’ =B.

(a) Determine una raiz cuadrada de

tales que A’ =1,
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(b) Determine una raiz cuadrada de

1 0 o0
B={0 0 O
o 0 0

(c) Determine una raiz cuadrada de B = .
(d) Demuestre que no existe una raiz cuadrada de

B:[g (1)]

30. Calcule la traza (vea el ejercicio complementario T.1) de
cada una de las siguientes matrices.

2 2 3
(a) B (3)] ® |2 4 4
3 -2 -5
1 0 0
©lo 1 o
0 0 1

31. Desarrolle una expresion sencilla para las entradas de A",
donde n es un entero positivo y

1
0

A=

(ST

32. Como parte de un proyecto, dos estudiantes deben determi-
nar la inversa de una matriz A de 10 x 10. Cada uno realiza
los célculos requeridos y entregan los resultados A; y A,,
respectivamente, a su instructor.

(a) ¢Como deben ser los dos resultados? ;Por qué?

(b) (Como se puede verificar el trabajo de los estudiantes
sin repetir los cdlculos?

33. Calcule el vector w para cada una de las expresiones si-
guientes, sin calcular la inversa de ninguna de las matrices

dadas.
1 0o -2 1 1 1
A= 1 1 0|, C=1(2 3 1}/,
0 1 1 1 2 1
2 1 0 6
F=|-3 0 2|, v= 7
-1 1 2 -3

(@ w=A"NC+ Fv b)w=(F+24)C'v.

En los ejercicios 34 y 35, determine una factorizacion LU de la

matriz de coeficientes del sistema lineal AXx = b. Resuelva el sis-
tema lineal por medio de una sustitucion hacia delante, seguida

de una sustitucion hacia atrds.

2 2 3 —6

34. A= 6 5 71, b=|-13
-6 -8 —10 22

-2 1 =2 —6

35. A= 6 1 91, b= 19
—4 18 5 —17

Ejercicios tedricos

T.1. SiA = [a;] es una matriz de n x n, entonces la traza de
A, Tr(A), se define como la suma de todos los elementos
de la diagonal principal de A,

Tr(A) = ay; +ann + -+ - + dppe
Demuestre que
(a) Tr(cA) = ¢Tr(A), donde ¢ es un nimero real
(b) Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B)
(¢c) Tr(AB) = Tr(BA)
(d) Tr(AT) = Tr(A)
(e) Tr(ATA) >0

T.2. Demuestre que si Tr(AAT)z 0, A = 0. (Veael ejercicio T.1.)

T.3. Sean A y B matrices de n x n. Demuestre que si AX = Bx
para todas las matrices xde n x 1, A = B.

T.4. Demuestre que no existen matrices A y B, de 2 x 2, tales

que
1 0
wesas]) 0]

T.5. Demuestre que si A es antisimétrica (vea el ejercicio T.24
de 1a seccién 1.4), A es antisimétrica para cualquier ente-
ro positivo impar k.

T.6. Sea A una matriz antisimétrica de n x n, y X un n-vector.
Demuestre que xTAx =0 para toda x en R".

T.7. Demuestre que toda matriz simétrica, triangular superior
(o inferior) es diagonal (vea el ejercicio T.5 de la seccién
1.2).

T.8. Sea A una matriz triangular superior. Demuestre que A es
no singular si y s6lo si todas las entradas de la diagonal
principal de A son distintas de cero.

T.9. Sea A una matriz de m x n. Demuestre que A es equiva-
lente por filas a O siy sélo si A = O.

T.10. Sean A y B matrices de n x n equivalentes por filas. De-

muestre que A es no singular si y sélo si B es no singular.

T.11. Demuestre que si AB es no singular, A y B son no singu-
lares. (Sugerencia: compruebe primero que B es no sin-
gular, considerando el sistema homogéneo Bx = 0, y

utilice el teorema 1.13.)

T.12. Demuestre que si A es antisimétrica (vea el ejercicio T.24
de la seccion 1.4), los elementos de la diagonal principal de

A son todos iguales a cero.

T.13. Demuestre que si A es antisimétrica y no singular, A~! es

antisimétrica.



T.14. Si A es una matriz de n x n, entonces A es idempotente

siA? = A

(a) Verifique que /,, y O son idempotentes.

(b) Determine una matriz idempotente que no sea /, ni O.

(c) Demuestre que la tnica matriz de n x n idempotente
no singular es /,,.

T.15. Si A es una matriz de n x n, entonces A es nilpotente si

Ak=0 para alguin entero positivo k.
(a) Demuestre que toda matriz nilpotente es singular.
(b) Verifique que

0 1
A=10 0 1
0 0 0

es nilpotente.

(c) Si A es nilpotente, demuestre que /,, — A es no singu-
lar. [Sugerencia: determine (1, — A)""en los casos
AF=0,k=1,2, ...,y busque un patrén.]

T.16. Sean A y B matrices idempotentes n x n. (Vea el ejercicio

T.14.)

(a) Demuestre que AB es idempotente si AB = BA.

(b) Demuestre que si A es idempotente, A es idempotente.

(c) (A + Bidempotente? Justifique su respuesta.

(d) Determine todos los valores de k para los que kA tam-
bién es idempotente.

T.17. Demuestre que el producto de dos matrices antisimétricas
de 2 x 2 es diagonal. (Es esto cierto para matrices antisi-

métricas de n x n conn >2?
T.18. Demuestre el teorema 1.14.

En los ejercicios T.19 a T.22, sean X y 'y matrices columna con n
elementos. El producto exterior de X y'y es el producto matri-
cial xy” que da como resultado la matriz de n x n

X1y x1y2 0 XiYn
X2Y1 X2Yy2 o XoVn
Xn Y1 XnY2 XnYn
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Examen del capitulo

T.19. (a) Forme el producto exterior de x y y, donde

S

1
x=12 y y=
3

(b) Forme el producto exterior de x y y, donde
1 -1
2 0
il Y YT os
2 5

T.20. ;Cierto o falso? El producto exterior de x y y es igual al

producto exterior de y y X.

T.21. Demuestre que Tr(xy’) = x"y. (Vea el ejercicio T.1.)

T.22. Demuestre que el producto exterior de X y y es equivalen-

te por filas a O, o a una matriz con n — 1 filas de ceros.

T,

T.23. Sea w una matriz de n x 1 tal que w'w = 1. La matriz de

nxn
H=1,-2ww’

es una matriz de Householder. (Tenga en cuenta que una
matriz de Householder es la matriz identidad mds un mdl-
tiplo escalar de un producto exterior.)

(a) Demuestre que H es simétrica.

(b) Demuestre que H'=H"

T.24. Sea

Demuestre que todas las matrices B de 2 x 2, tales que
AB = BA, son de la forma

r 0
s—r s\’

donde r y s son niimeros reales cualesquiera.

Examen del capitulo

1. Seaf: R* — R* una transformacién matricial definida por
f(x) = Ax, donde

2 1 0 2
10 0 1
A=11 1 1 o
4 1 2 2

Determine todos los vectores w = que no estan en el

QU

rango de f.

2. Determine todas las soluciones del sistema lineal

X +x+ x3—2x=3
2X1 +X2+3X3+2X4=5
— X2+ x3 + 6x4 =3.
3. Determine todos los valores de a para los que el sistema

lineal resultante (a) no tiene solucién, (b) tiene una tnica so-
lucién y (c) tiene una infinidad de soluciones.

X + 7= 4
2x + y + 3z = 5
—3x =3y + (a* —5a)z=a — 8.
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4. De ser posible, determine la inversa de la siguiente matriz:

1 2 -1
0 1 1
1 0 -1

-1 =2
=27
determine todos los valores de A para los que el sistema ho-

mogéneo (Al, — A)x = 0 tenga una solucién no trivial.

6. (a) Si

g 07
A'=10 1
_1 - 4_
y
(2 1 1]
B'=]0 0 -2
| 1 I -1}
calcule (AB)_I.
(b) Despeje x en Ax = b, si
1 0o -2 2
A'=12 1 3| y b=]|1
4 2 5 3

. Determine la factorizaciéon LU de la matriz de coeficientes

del sistema lineal Ax = b. Resuelva el sistema lineal usando
una sustitucién hacia delante, seguida por una sustitucién
hacia atras.

2 2 -1 3
A=|-8 —11 5|, b=|-14
4 13 -7 -5

. Decida si cada una de las proposiciones siguientes es verda-

dera o falsa. Justifique sus respuestas.

(a) SiAy B son matrices de n x n, entonces
(A+ B)A + B) = A% 4+ 2AB + B~

(b) Siuy y uy son soluciones del sistema lineal Ax = b,
entonces w = %u] + %uz también es una solucion de
Ax = b.

(c) Si A es una matriz no singular, entonces el sistema
homogéneo Ax = 0 tiene una solucién no trivial.

(d) Un sistema homogéneo de tres ecuaciones con cuatro
incognitas tiene una solucién no trivial.

(e) SiA, By C son matrices no singulares de n x n,
entonces (ABC)’] =cla"lp1,
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APLICACIONES DE
ECUACIONES LINEALES
Y MATRICES (OPCIONAL)

EX1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE CODIGOS

Requisito. El material sobre sistemas binarios que se analiz6 en el capitulo 1.

En la actual sociedad global, la comunicacién abunda en el comercio, el gobierno, la in-
vestigacion y la educacion. Los datos se transmiten de un punto a otro o se registran en
formas diversas para representar imagenes de video, sonido, o combinaciones de €stas.
Sin importar la distancia que deba recorrer la transmision, el proceso basico es el mis-
mo. La informacion debe enviarse y recibirse, y cabe la posibilidad de que ocurra una
distorsion. Los datos recibidos deben verificarse de alguna manera para (en el mejor de
los casos) detectar errores en la transmision.

La codificacién es una rama de la teoria de la informacién y la comunicacién, que
ha desarrollado técnicas para contribuir a detectar y, en algunos casos, corregir errores.
Esta disciplina se apoya en diversos campos de las matemdticas, incluyendo dlgebra li-
neal y abstracta, teoria de nimeros, probabilidad y estadistica, y combinatoria. En esta
seccidn se presentard una breve introduccién a la codificacién, en la que utilizaremos el
dlgebra lineal.

El aspecto clave de la transmisién de datos radica en que se lleve a cabo de manera
rdpida y barata. Con esto en mente, es razonable considerar un proceso “abreviado”
(por ejemplo, omitir ciertas letras de las palabras). Desafortunadamente, cualquier aho-
rro de tiempo que se derive de un procedimiento de ese tipo, se compensa con un au-
mento de la posibilidad de que los datos se interpreten de manera incorrecta. Casi todas
las técnicas de codificacion funcionan a la inversa de una abreviacidn. Esto es, se en-
vian mas datos de los normales como una forma de detectar posibles errores en la trans-
mision. Esencialmente, la teoria de cédigos se basa en una cuidadosa seleccion de qué
debe incluirse en la codificacién y cémo hacerlo.

CODIFICACION DE INFORMACION BINARIA
Y DETECCION DE ERRORES

Un mensaje es una secuencia finita de caracteres de un alfabeto. Elegiremos como nues-
tro alfabeto el conjunto B = {0, 1}. Todo caricter, niimero o simbolo que necesitemos
transmitir se representard con un m-vector binario. Esto es, cada cardcter, niimero o
simbolo se representara en forma binaria. De acuerdo con lo anterior, los mensajes con-
sistirdn de un conjunto de palabras, cada una de las cuales serd un m-vector binario. El
conjunto de todos los m-vectores binarios se denota mediante B”.
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Figura 2.1 »

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

Como vimos en el capitulo 1, los vectores binarios y las matrices binarias compar-
ten las mismas propiedades que los vectores y matrices reales (de base 10), salvo que
para los célculos relacionados con aquellos utilizamos aritmética de base 2. (Vea las ta-
blas 1.1 y 1.2 de la seccién 1.2.) Un m-vector binario tiene la forma [by, by --- b,] 0
[by by - by,]", donde cada bjes 0o 1. Al codificar suele omitirse la notacion matricial,
por lo que el m-vector binario se escribe como una cadena de bits en la forma bb, - - - b,,,.
Cuando se utiliza el dlgebra matricial, las expresiones se escriben en la forma matricial
estdndar.

La figura 2.1 muestra los procesos bdsicos de envio de una palabra, de un punto a
otro de un canal de transmisién. Un vector x en B" se envia a través de un canal de
transmision, y se recibe como el vector x, en B™. En la prictica, el envio puede verse
afectado por perturbaciones —que por lo general se denominan ruido— durante su tra-
yecto por el canal de transmision. Tal problema puede deberse a problemas eléctricos,
electricidad estatica, interferencia climatica, etcétera. Cualquiera de estas condiciones
puede causar que un 0 sea recibido como 1, o viceversa. La transmision errénea de bits
en el mensaje enviado da lugar a que la palabra recibida sea diferente de la original; es-
to es, X # X,. De presentarse este tipo de errores, X, podria ser cualquier vector en B™.

Palabra x en B™ é Palabra x; en B
transmitida. recibida.
Canal de

transmision

En la transmisién de informacion, la tarea basica consiste en reducir la probabi-
lidad de recibir palabras que difieran de la que se envid. Esto se puede lograr de la
manera siguiente. Primero elegimos un entero n > m y una funcién inyectiva ¢ de B a
B", esto es, cualesquiera sean X y y en B”, x # y implica que e(x) # e(y). De esta ma-
nera, a palabras diferentes en B corresponden n-vectores diferentes en B". La funcién
e se denomina funcién de codificacién.

Sean m = 2, n = 3y e(b1by) = b byb3, donde b5 se define como 0 (b3 = 0). Tenemos
e(00) =000, e(01) =010, e(10) =100, e(11)110,

y concluimos que la funcién e es inyectiva. La funcién e puede calcularse mediante
una multiplicacién por la matriz.

S

Il
oo~
o—o

Asi, e es una transformacion matricial de B%a B3, dada por

e(biby) =

S O =
oS = O

Seanm =2,n =23y e(b1by) = b1byb3, donde bj se define como by + b, (b3 = by + by).
Tenemos

e(00) = 000, e(01) =011, e(10) =101, e(11) 110,
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EJEMPLO 4
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y concluimos que la funcidén e es inyectiva. La funcién e puede calcularse mediante
una multiplicacién por la matriz

1 0
A=10 1
11
De esta manera, e es una transformacién matricial de B> a B® dada por

L 0], b
e(biby) =0 1 [b‘}= b,
11 2

Sean m =2, n = 3y e(b1b,y) = b100. Tenemos
e(00) = 000, e(01) =000, e(10)= 100, e(11)= 100,

y concluimos que la funcidén e no es inyectiva. Esta funcién e es una transformacioén

matricial, ya que
k)-8
by| =0
: 0

La funcién inyectiva e de B™ a B", n > m, se denomina funcién de codificacion
(m, n) y puede considerarse como un medio para representar cada palabra en B” como
una palabra tnica en B". En el caso de una palabra b en B”, e(b) se llama palabra co-
dificada o palabra de cédigo que representa a b. Los n-m bits adicionales del c6digo
pueden utilizarse para detectar errores en la transmision y, algo mds sorprendente, tam-
bién para ayudar a corregirlos. La figura 2.2 ilustra los dos pasos utilizados para la
transmision: primero se codifica la palabra original con la funcién e, y luego se trans-
mite la palabra c6digo. Si el canal de transmisién carece de ruido, X, = X para toda x en
B". Dado que la funcién de codificacion e es conocida, se puede determinar la palabra
original b.

e(b1by) =

S O =
[N e

Palabra b en B Codificacion de la Palabra x;
que serd ﬁ palabra b como é en B" que es
transmitida. x = e(b) en B". Canal de recibida.
transmision

En general, los errores de transmision no pueden evitarse. Diremos que la palabra
c6digo x = e(b) se ha transmitido con k 0 menos errores si X y X, difieren en al menos
1 pero no mas de k bits.

Sea e una funcién de codificacién (m, n). Decimos que e detecta k 0 menos erro-
res si cada vez que x = e(b) se transmite con k 0 menos errores, X, no es una palabra c6-
digo (asi, x, no puede ser x y, por lo tanto, X no se ha transmitido de manera correcta).

Incluso si la funcion de codificacion e estd disefiada para incorporar capacidad de de-
teccion de errores, éstos pueden ocurrir.

Suponga que estamos interesados en transmitir un solo bit. Esto es, transmitiremos 0 o
1. Una manera de protegerse contra errores en la transmisién, consiste en emitir el men-
saje mas de una vez. Por ejemplo, podriamos utilizar la funcién de codificacién e (1, 3),
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Figura 2.3 »

DEFINICION

EJEMPLO 5

DEFINICION

de modo que 0 se codifique como 000 y 1 como 111. En términos de una transforma-
cién matricial tendriamos, para un solo bit b,

1
e(b)y=|1[[b] =
1

S

En consecuencia, s6lo hay dos palabras de cddigo validas, 000 y 111. Si x = bbb se
transmite de modo que la palabra recibida es x, = 001, esto significa que ocurri6 por lo
menos un error. Asimismo, si recibiéramos 001, 110 o 010, podriamos concluir que se
presentaron errores de transmision, ya que éstas son palabras cédigo no validas. Los
Unicos casos en que resulta imposible detectar errores, ocurren cuando x = 000 pero
x; = 111, o viceversa. Como la funcién de codificacién detecta 2 errores o menos, deci-
mos que e es una funcién de codificacién con capacidad para detectar un doble error.

Suponga que ademas de detectar errores queremos corregirlos. Si x, = 010, sabe-
mos que ha ocurrido un error en la transmision, pero ignoramos si éste fue un solo error
o un error doble. Si x = 000, esto significa que ocurrié un error, pero si x = 111, sabe-
mos que ocurrieron dos. Una estrategia de correccidn en este caso parte de suponer que
la ocurrencia de un error es mas probable que la ocurrencia de dos. En consecuencia,
x; = 010 se “corrige” como 000. La figura 2.3 ilustra este procedimiento de correccion.
Si x; = bb,yb3, se decodifica —de acuerdo con la figura 2.3— como 000 si podemos
movernos del vértice b1b,b3 a 000 a lo largo de una sola arista; de otra forma se deco-
difica como 111. Con esta estrategia, por lo tanto, tenemos un cédigo de correccion de
un solo error. Pero observe que si x = 000 y x, = 011, con dicha estrategia decodifi-

carfamos de manera incorrecta X, como 111. |
001 011
I
|
i
101 | 111
|
i
000
P R 010
7
7
7/
7
7
7/
100 110

Al procedimiento del ejemplo 4 suele denomindrsele cédigo de repeticion triple.
Vea también el ejercicio T.4.

Dado un n-vector x, el nimero de unos (1) en x se denomina peso de X, y se denota me-
diante |x]|.
Determine el peso de cada una de las palabras siguientes en BS.

(a) x = 011000; |x| = 2
(b) x = 000001; |x| = 1
(c) x = 000000; x| = 0
(d) x = 101010; |x| = 3 m

La funcién de codificacién e, de B” a B™!, dada por

e(b) =e(biby- -+ b,) =biby- - bmbm—H =b,



EJEMPLO 6

Observacion

Sec. 2.1 Introduccién a la teorfa de cédigos 123

donde
0, si|b]es par
1, si |b| es impar

bm-H -

se denomina funcién de codificacion de paridad (m, m + 1) o cédigo de verificacion
de paridad (m, m + 1). Si b,,,; = 1, decimos que b, tiene paridad impar, y si b,,,; = 0,
decimos que b, tiene paridad par.

Sim = 3, el cédigo de verificacion (3, 4) produce las palabras codificadas,

¢(000) = 0000, e(001) = 0011, e(010) = 0101, e(100) = 1001,
e(101) = 1010, e(110) = 1100, e(011) = 0110, e(111) = 1111.

Si el canal de transmisién transmite x = 101 de B> como x, = 1011, el peso de x, es
|x;|= 3. Sin embargo, como [101| = 2 y X, tiene paridad impar, sabemos que ocurri6 un
nidmero impar de errores (al menos uno). Si la palabra recibida hubiera sido x, = 1010,
|x;| = 2y X, tiene paridad par. En este caso, no podemos concluir que la palabra cédi-
go esté libre de errores. [ |

El codigo de verificacion de paridad (m, m 4 1) detecta un nimero impar de errores,
pero no detecta un nimero par de errores. A pesar de esta limitacion, este cédigo se uti-
liza con mucha frecuencia.

Términos clave

Mensaje

Palabras

Ruido

Funcién de codificacion
Funcién de codificacion (m, n)

Palabra de cddigo (o palabra codificada) Funcién de codificacion de paridad
Deteccion de k o menos errores (m, m + 1) [o c6digo de verificacion
Funcién de codificacion para detectar de paridad (m, m + 1)]

doble error

Funcién de codificacion para detectar un solo error

2.1 Ejercicios

Todas las operaciones aritméticas de esta seccion deben reali- (a) ¢(La funcidn e es inyectiva? Si no lo es, determine dos
zarse por medio de aritmética binaria. vectores diferentes b y ¢ en B, tales que e(b) = e(c).

1. Sea e la funcién de B a B* dada por

(b) Determine la matriz A de manera que e pueda escribirse
como una transformacién matricial en la forma

e(b1byb3) = bibybsby,

donde by = by + bs.

(a) ¢(La funcidn e es inyectiva? Si no lo es, determine dos
vectores diferentes b y ¢ en B3, tales que e(b) = e(c).

(b) Determine la matriz A de manera que e pueda escribirse
como una transformacion matricial en la forma

b

by b;

e(b1b2b3) =A bz = b3
b; 0

3. Sea e la funcién de B® a B> dada por
e(b1bab3) = b1bs.

by 1;1 (a) ¢(La funcidn e es inyectiva? Si no lo es, determine dos
e(bibyby) = A | by | = b2 . vectores diferentes b y ¢ en B3, tales que e(b) = e(c).
by b3 (b) Determine la matriz A de manera que e pueda escribirse
4 como una transformacién matricial en la forma
2. Sea e la funcién de B> a B* dada por b
1
e(b1b2b3) S b1b2b3b4, e(b1b2b3) — A b2 — [Zl] )
2

donde b4 = 0.

bs
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4. Sea e la funcién de B a B* dada por
e(byby) = b1babs,
donde b3 = by x b,.

(a) ¢(La funcion e es inyectiva? Si no lo es, determine dos
vectores diferentes b y ¢ en B?, tales que e(b) = e(c).

(b) Determine, si existe, la matriz A de manera que e
pueda escribirse como una transformacion matricial
en la forma

b by
e(biby) = A [bl] = b,
2

5. Determine el peso de cada una de las palabras siguientes.

(a) 01110 (b) 10101 (c) 11000 (d) 00010
6. Determine el peso de cada una de las palabras dadas.
(a) 101 (b) 111 (c) 011 (d) 010

7. Determine la paridad de cada una de las palabras siguien-

tes en B*.
(a) 1101 (b) 0011 (c) 0100 (d) 0000
8. Determine la paridad de cada una de las palabras siguien-
tes en B.
(a) 01101 (b) 00011 (c) 00010 (d) 11111

9. Se utiliza un cédigo de verificacion de paridad (4, 5) y se
reciben las palabras siguientes. Determine si se detectaria
un error.

(a) 10100 (b) 01101 (c) 11110 (d) 10000

10. Se utiliza un cédigo de verificacién de paridad (5, 6) y se
reciben las palabras siguientes. Determine si se detectaria
un error.

(a) 001101 (b) 101110 (c) 110000  (d) 111010

11. (a) Determine las palabras cédigo para el cédigo de verifi-

cacién de paridad (2, 3).
(b) Determine si se detectard un error al recibir cada una
de las palabras siguientes.
(1011 i) 111

(iii) 010 (iv) 001

Ejercicios tedricos

T.1. Determine el nimero de palabras con peso cero en B?;
con peso uno; con peso dos.

T.2. Determine el nimero de palabras con peso cero en B3
con peso uno; con peso dos; con peso tres.

T.3. Determine el nimero de palabras con peso uno y con
peso dos en B".

T.4. Sea e una funcién de codificacion (m, n) que detecta k o
menos errores. Decimos que e produce un cédigo de co-
rreccion de error. Un cddigo de correccion de error es
lineal si la suma (o diferencia) de cualesquiera dos pala-
bras codigo es también una palabra c6digo.

(a) Demuestre que el codigo de correccién de error del
ejemplo 4 es lineal.

(b) Demuestre que el codigo de correccién de error del
ejercicio 11 es lineal.

T.5. Sea e la funcién de B> a B* dada por la transformacion
matricial siguiente:

e(biby) =

)

(a) Determine todas las palabras codigo.

[ e
— O = O

(b) ¢Este cédigo es lineal?

(¢) Como todas las palabras c6digo tienen la misma
paridad, si utilizdramos una verificacién de paridad
sobre la palabra que se recibe, ;esta verificacién
detectaria todos los errores posibles? Explique su
respuesta.

Ejercicios con MATLAB

El ejercicio ML.1 tiene que ver con matrices binarias y con los
comandos adicionales que se describen en la seccion 12.9.

ML.1. Por medio de las instrucciones siguientes, desarrolle
las palabras cédigo para el cédigo de verificacion de
paridad (4, 5).

(a) Utilice el comando M = bingen(0, 15, 4) para
generar una matriz cuyas columnas sean todos los
vectores en B*,

(b) Utilice el comando s = sum(M) para calcular un
vector cuyas entradas sean los pesos de las
columnas de la matriz M.

(c) Construya un vector binario, w, de 1 x 16, cuyas
entradas sean la paridad de las columnas de la
matriz M.

(d) Construya las palabras cédigo del cédigo de
verificacion de paridad (4, 5) mostrando la matriz
C = [M; w].
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E¥] TEORIA DE GRAFICAS

DEFINICION

EJEMPLO 1

Requisito. Andlisis de la seccion 1.4, Propiedades de las operaciones con matrices

La teorfa de graficas es un drea relativamente nueva de las matemadticas, que se utiliza
ampliamente para formular modelos de muchos problemas en los negocios, las ciencias
sociales y las ciencias fisicas. Estas aplicaciones incluyen problemas de comunicacién
y el estudio de organizaciones y estructuras sociales. En esta seccién presentaremos una
muy breve introduccién a la materia, que incluye su relacion con las matrices y la forma
de emplear estos conceptos elementales para elaborar modelos de algunos problemas
importantes.

GRAFICAS DIRIGIDAS

Las graficas dirigidas (conocidas también como digraficas) son conjuntos finitos de
puntos Py, P, . . ., P,, llamados vértices o nodos, junto con conjuntos finitos de arcos
(aristas o lados) dirigidos, cada uno de los cuales une un par ordenado de vértices dis-
tintos. De acuerdo con lo anterior, la arista dirigida P;P; es diferente de la arista dirigi-
da P;P;. Observe que en una digréfica podria no haber una arista dirigida del vértice P;
a alguno de los otros vértices, y viceversa. Por otro lado, ninguno de los vértices de una
digrafica puede estar unido a él mismo por medio de una sola arista dirigida, pero si me-
diante otros vértices. Expresamos esta propiedad diciendo que no hay bucles (o lazos).
Ademas, supondremos que no hay aristas dirigidas multiples que unan a cualesquiera
dos vértices.

La figura 2.4 muestra cuatro ejemplos de graficas dirigidas. La digrafica de la figura
2.4(a) tiene vértices, Py, P, y P3, y aristas dirigidas, P1P, y P,P5; la digrafica de la fi-
gura 2.4(b) tiene vértices Py, P,, P3y P4y aristas dirigidas PP, y P|P5; la digréfica de
la figura 2.4(c) tiene vértices Py, P, y P53y aristas dirigidas P;P,, P{P3y P3Py; la di-
grafica de la figura 2.4(d) tiene vértices Py, P, y P3 y aristas dirigidas P,Py, P,P3, P1P;
y P3Pq. Un par de aristas dirigidas como P{P3 y P3Py se indican por medio de un seg-

mento recto o curvo con una flecha de doble punta, P; <— P;. [ |

Figura 2.4 » p, P,
Py ° P,
PZ P2
[ P4
(a) ()
° P, 0Py
Pl P2

(

° P3 ® P3
(©) ()
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DEFINICION

EJEMPLO 2

P Py
.—/—V
e
P, Ps
Figura 2.5 A

EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

7—‘l T2
T, \o
/ é 4 Ty
) \

T.
o Tq
T,

Figura 2.6 A

Si G es una digréfica que tiene n vértices, la matriz A(G) de n x n, cuyo elemento i, j
es 1 si existe una arista dirigida de P; a P; y 0 en caso contrario, es la matriz de adya-
cencia de G. Observe que A(G) no es necesariamente una matriz simétrica.

Las matrices A, B, C'y D son, respectivamente, las matrices de adyacencia de las digrd-
ficas de la figura 2.4 (verifique).

P, P, P _
o 1 1 0
Pop o 10 10O 0 0 0
A=p, 0 0 1 B="2 ,
pl0 0 0 0
0 0 0
L0 0 0 0
P, P, P P, P, P
plo 1 1 rlo 1 1
cC=pr|0 0 0 D=p |0 0 1
Bl 1 0 0 Pl 1 0 0

Por supuesto, a partir de una matriz dada cuyas entradas son ceros y unos (sélo hay
ceros en las entradas de la diagonal), podemos obtener una digrafica cuya matriz de ad-
yacencia sea la matriz dada.

La matriz
P P, P P4
PpTrOo 1 0 1
P |0 0 1 1
AG=p 10 1 0 1
pL1LT 0 1 0
es la matriz de adyacencia de la digrafica que se muestra en la figura 2.5. [ |

Una liga de boliche consta de siete equipos: Ty, T, . .
cierto niimero de juegos tenemos la siguiente situacion:

., T7. Suponga que después de

T, vencié a T, y Ts, y perdi6 contra T3;
T, venci6 a Ts, y perdi6 contra Ty y T3;
T5vencié a Ty y Ty, y perdid contra Ty;
T4 venci6 a Tz, y perdi6 contra T7;

T5 perdi6 contra T y T»;

T no ha jugado;

T5 venci6 a Ty.

Con la informacion anterior obtenemos la digréfica de la figura 2.6, donde T; — T; sig-
nifica que 7; vencio a T;. |

Las digréficas pueden utilizarse en muchas situaciones, incluyendo problemas de
comunicaciones, relaciones familiares, estructuras sociales, mapas de calles, diagramas
de flujo, problemas de transporte, circuitos eléctricos y cadenas ecoldgicas. Tanto en las
siguientes paginas como en los ejercicios analizaremos algunos de estos casos.



EJEMPLO 5

Py
) 4\ P
B~ "
Ps Ps
Py

Figura 2.7 A

EJEMPLO 6

Py

Figura 2.8 A

127

Sec. 2.2 Teorfa de graficas

MODELOS EN SOCIOLOGIA Y COMUNICACIONES

Suponga que tenemos n individuos Py, Py, . . ., P,, algunos de los cuales tienen rela-
cion entre si. Daremos por sentado que ninguno de ellos tiene relacién consigo mismo.
Algunos ejemplos de estas relaciones son:

1. P; tiene acceso a P;. En este caso, puede suceder o no que si P; tiene acceso a P;,
también P; tenga acceso a P;. Por ejemplo, muchos teléfonos de emergencia en las
autopistas permiten que el viajero llame a una estacion de auxilio cercana, pero no
que la estacidn se comunique con el viajero. Este modelo se representa mediante una
digrifica G como sigue. Sean Py, Py, . .., P, los vértices de G; tracemos una arista
dirigida de P; a P; si P; tiene acceso a P;. Es importante observar que esta relacion
no necesariamente es transitiva. Es decir, P; puede tener acceso a P; y P; puede te-
ner acceso a Py, pero no necesariamente P; tiene acceso a Py.

2. P;influye en P; Esta situacion es idéntica a la del punto 1: si P; influye en P;, P; po-
drfa influir en P;, pero no necesariamente.

3. Para cada par de individuos P;, P;, P; domina a P; o P; domina a P;, pero no es po-
sible que ambos sean dominantes. La grafica que representa esta situacion es la di-
grafica completa con n vértices. Tales graficas suelen denominarse graficas dirigidas
(o digraficas) de dominancia.

Suponga que seis individuos se han reunido en sesiones de terapia de grupo durante mu-
cho tiempo, y el moderador, que no es parte del grupo, ha trazado la digrifica G de la
figura 2.7 para describir las relaciones de influencia entre ellos. La matriz de adyacen-
ciade G es

P P Py P, Ps P

PTO 0 0 0 1 0

pAlo 0o 0o 0 1 o0
P11 0 0 1 0
AG=1p1lo 1 0 0 1 o0
plo 0o 0 0 0 o

lO 1 0 1 0 0

Al observar las filas de A(G), vemos que P3 tiene tres unos (1) en su fila, de modo
que P3 influye en tres personas (mds que cualquier otro individuo). En consecuencia,
P5 seria declarado lider del grupo. Por otro lado, P5 no influye en persona alguna del
grupo. |

Considere una red de comunicacién cuya digrafica G se muestra en la figura 2.8. La ma-
triz de adyacencia de G es

P P Py Py Ps P
plfo o o o 1 o0
0 0 0 0 1 1
AG = BT 1 0010
0o 1 0 0 1 1
Pl 0 1 0 0 0 1
PL1 0 1 0 0 0
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TEOREMA 2.1

EJEMPLO 7

Aunque la relacion “P; tiene acceso a P;” no es necesariamente transitiva, podemos
hablar de un acceso en dos etapas. Decimos que P; tiene acceso en dos etapas a Py, si
encontramos un individuo P; tal que P; tiene acceso a P; y P; tiene acceso a Py De ma-
nera similar, P; tiene acceso en r etapas a P si podemos determinar r — 1 individuos
Pj,..., P; ,, tales que P, tiene acceso a P;, P; tieneaccesoa Pj,,..., P; , tie-
ne acceso a Pj_,, y Pj_, tiene acceso a P Algunos de los r + 1 individuos
P, Pj,..., P;_,, P, pueden ser iguales.

A partir de lo anterior es posible establecer el siguiente teorema, cuya demostra-
cién omitiremos.

Sea A(G) la matriz de adyacencia de una digrdfica G, y sea B, la r-ésima potencia de

A(G):

[AG)) = B, =[]

P r . .
Entonces, el elemento i, j de B,, b; ,) es el niimero de formas en que P; tiene acceso a
P; en r etapas. |

La suma de los elementos de la j-ésima columna de [A(G)]" proporciona el nime-
ro de formas en que P; puede ser alcanzado por los demds individuos en r etapas.
Si hacemos

AG) + [AG) + -+ - + [AG] = C = [y, (1)

entonces c;; es el nimero de formas en que P; tiene acceso a Pjen una, dos, ..., 0 retapas.

De manera similar, podemos hablar de dominio en r etapas, de influencia en r eta-
pas, y asi sucesivamente. También podemos utilizar este modelo para estudiar la propa-
gacion de un rumor. Asi, ¢;; en (1) es el nimero de formas en que P; ha propagado el
rumor hasta Pjen una, dos, . .., o retapas. En la relacién de influencia, la influencia
en r etapas muestra el efecto de la influencia indirecta.

Si G es la digrafica de la figura 2.8, encontramos que

P P, P Py Ps P

Py 0 1 O 0 O 1

pl1 1 1 0 0 1

, PO 1 0 0 2 2

AGF =p 11 1 1 0 1 2

sl 1 0 1 0 1 1

L1 1 0 0 2 0

Yy

P] P2 P3 P4 P5 P6
Py 0 1 0 0 1 1
1T 1 1 0 1 2
2 B 1 2 0 0 3 2
A(G) + [A(G))” = C = Al1 2 1 0 2 3
psl1 1 1 0 1 2
L2 1 1 0 2 0

Como c35 = 3, hay tres formas en que Pj tiene acceso a P5 en una o dos etapas: Pj
—)PS,P3—)P2—)P5)’P3—)P1—)P5. |
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EJEMPLO 8

EJEMPLO 9
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Al estudiar estructuras organizativas, con frecuencia encontramos subconjuntos de
personas en los que cualesquiera dos individuos estdn relacionado entre si. Este es un
ejemplo de un clan, término que definimos a continuacién.

En una digréfica, un clan es un subconjunto S de vértices con las siguientes propiedades:

(a) S contiene tres o mas vértices.

(b) Si P;y Pjestdn en S, existe una arista dirigida de P; a P; y una arista dirigida de P;
a Pi'

(c) No existe un subconjunto 7 de vértices que satisfaga la propiedad (b) y que conten-
ga a S [es decir, S es un subconjunto maximal que satisface (b)].

Considere la digréfica de la figura 2.9. El conjunto {P|, P,, P53} satisface las condicio-
nes (a) y (b) anteriores, pero no es un clan, pues no satisface la condicién (c). Es decir,
{Py, P5, P53} estd contenido en { P}, P, P3, P4}, el cual satisface las condiciones (a), (b)

y (¢). En consecuencia, el Unico clan en esta digrdfica es { Py, Py, P3, P4}. [ |
P P Ps
P E P o P
1 P4 6
P P
4 5 P,
Figura 2.9 A Figura 2.10 A

Considere la digréfica de la figura 2.10. En este caso tenemos dos clanes:
{P1, Py, P3, Py} 'y {P4 Ps P}
Ademds, P, pertenece a ambos clanes. [ |

Es dificil determinar los clanes en el caso de digraficas de gran tamafio. El siguien-
te método es (til para detectar clanes y puede implementarse con facilidad en una compu-
tadora. SiA(G) = la;] es la matriz de adyacencia de una digrifica, formamos una nueva
matriz S = [s;i]:

’J_lel S1 a”=a],=1,

en caso contrario, hacemos sij=Sji= 0. Asi, sij= 1siP;y P; tienen acceso uno al otro; en
caso contrario, s;; = 0. Observe que § es una matriz simétrica (S = sT.
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J]3VIJHORMVE Considere una digrafica con matriz de adyacencia

PTO O 1 1 1 0
pRl1 0 1 1 1 1
P01 0 1 1 1
AG=p11 0 1 0 0o 1
Pl 1 1 0 1 0 1
PElO 1 1 1 1 0
Entonces,
P, P, Py P, Ps Ps
o o o 1 1 0]
ARl0 0 1 0 1 1
g_ PO 1 0 1 0 1
pRl1 0 1 0 o0 1
Pl 1 1 0 0 0 1
PBLO 1 1 1 1 0 -

De acuerdo con ello, puede demostrarse el siguiente teorema.

PNV Sean A(G) la matriz de adyacencia de una digrdfica y S = [s;] la matriz simétrica de-

. . 3 .
finida previamente, con S° = [s( ', donde [3(3)] es el elemento i, j- de S°. Entonces,
P, pertenece a un clan si 'y solo si la entrada diagonal, s( ) es positiva. |

Consideremos brevemente por qué nos interesan las entradas diagonales de 53 en
el teorema 2.2. En primer lugar, observe que la entrada diagonal s( )de §3 proporcmna el
nimero de formas en que P; puede tener acceso a si mismo en tres etapas. Si s >0,
hay por lo menos una forma en que P; tiene acceso a si mismo. Como una dlgraflca
no tiene bucles, este acceso debe pasar por dos individuos: P; — P; — P, — P;. Asi,
s;; # 0. Pero s;; # 0 implica que s;; # 0, de modo que P; — P;. De manera similar, cua-
lesquiera dos de los individuos en {P;, P, P;} tienen acceso uno al otro. Esto significa
que P;, P;y Py pertenecen al mismo clan. La direccion opuesta (si P; estd en un clan,
entonces Si(l?) ~ ) se deja como ejercicio.

El procedimiento para determinar un clan en una digréfica es el siguiente.

Paso 1. Si A = [a;] es la matriz de adyacencia de la digréfica dada, calculamos la
matriz simétrica § = [s;], donde

SijZSji= 1 si al-j=aji= 1;

y s;; = 0 en caso contrario.

Paso 2. Calculamos §° = [s(3)]

(3)

Paso 3. P; pertenece a un clan si y sélo si 5;; es positivo.
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EJEMPLO 11 Considere la digréfica de la figura 2.11, cuya matriz de adyacencia es

P P, P; Py Ps

PTO 1

Pl 1

AG) = P3| 1

Py| O

P, P, Ps L1
e » Entonces (verifique)

O = OO

0
0
1
0

S o= OO
SO O ==

PTo

P, Pl 1

S = P 1

¢ Py O
Ps |1

SO OO~
OS—= OO =
SO~ OO

Figura 2.11 A y

PLTO
P 3
=P | 4
Pl 0
Ps| 3

SO~ oo w B
oMo OB
—o N —o

Como cada entrada diagonal de $3es igual a cero, concluimos que no hay clanes. W

JIAVIJHOMWPE Considere la digréfica de la figura 2.12, cuya matriz de adyacencia es

P, P, P; P, Ps
Py 1
P,
P, A(G) = B
Py
Ps

—_ o — O O
bt et (O bt

1
1
1
0
Entonces (verifique)

PTO
b P o
S=rp| 1

P, Pl 0

Ps L1

SO OO O

Figura 2.12 A y

P T2
Pl 1
= P| 3
Pl O
Ps | 4

coocooo T

Como 11, $33 Y S55 son positivos, concluimos que Py, Py y Ps pertenecen a algin clan;
de hecho, forman el tnico clan en esta digrafica. [ |
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DEFINICION

EJEMPLO 13

Consideremos ahora el concepto de digréafica (o grafica dirigida) fuertemente conexa.

En una digrafica, una trayectoria (o camino) que une a dos vértices P; y Py, es una su-
cesion de vértices distintos P;, P, Py, P, . . ., P,, P,y aristas dirigidas P;P,, PPy, . . .,
P,Py.
Considere la digrafica de la figura 2.13. La sucesion

P2 — P3 — P4 — P5
es una trayectoria. La sucesion

P2—)P3—>P4—)P2—)P5

no es una trayectoria, pues se repite el vértice P,. |
Figura 2.13 » P, P
P, Py
PS
P6

DEFINICION

TEOREMA 2.3

La digrafica G es fuertemente conexa si para cualesquiera dos vértices distintos P; y
P; existe una trayectoria de P; a P; y una trayectoria de P; a P;. En caso contrario, G no
es fuertemente conexa.

Un ejemplo de una digrifica fuertemente conexa son las calles de una ciudad.

En el caso de muchas digraficas, determinar si son o no fuertemente conexas resul-
ta tedioso. En primer lugar, observe que si nuestra digrafica tiene n vértices, el nimero
de aristas en una trayectoria de P; a P; no puede exceder n — 1, pues todos los vérti-
ces de la misma son distintos y es imposible recorrer mds vértices que los n de la digréa-
fica. Si [A(G)]" = [bx)], entonces bx) es el nimero de formas de ir de P;a Pjen r
etapas. Una forma de ir de P; a P; en r etapas no es necesariamente una trayectoria, pues
podria tener vértices repetidos. Si €stos y todas las aristas entre ellos se eliminan, real-
mente obtenemos una trayectoria entre P; y P; con no mds de r aristas. Por ejemplo, si
tenemos Py - P, — P4 — P3 — P, — Ps, podemos eliminar el segundo vértice P, y
todas las aristas entre los vértices P,, obteniendo la trayectoria Py — P, — Ps. Por lo
tanto, si el elemento i, j- de

[AG)] + [AG + - - - + [AG)]"!
es igual a cero, entonces no hay una trayectoria de P; a P;. De acuerdo con lo anterior,

el siguiente teorema, la mitad de cuya demostracién acabamos de bosquejar, proporcio-
na un criterio para las digraficas fuertemente conexas.

Una digrdfica con n vértices es fuertemente conexa si y solo si su matriz de adyacen-
cia A(G) tiene la propiedad de que la matriz

[AG)] + [AGP + -+ [AG) ' =E

no tiene entradas iguales a cero. |
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El procedimiento para determinar si una digrafica G con n vértices es fuertemente
conexa es el siguiente.

Paso 1. Si A(G) es la matriz de adyacencia de la digréfica, calculamos

[A(G)] + [A(G)]2 + .+ [A(G)]"_l —E

Paso 2. G es fuertemente conexa si y s6lo si £ no tiene entradas iguales a cero.

JA\VIJHOMPN Considere la digréfica de la figura 2.14. La matriz de adyacencia es

Ps
Py

Figura 2.14 A

Lecturas adicionales

P, P, Py P, Ps

P70 1 O 1 O
PRl O O 1 1 0
AGy= P 0 0 0 1 1
Pl 1 O 1 0 O
PpsLO 1 O 1 O
Py
Entonces (verifique)
P P, P Py Ps
prs 5 7 10 3
Phl5 4 8 10 3
AG)HIAGPHAGPHAGI ' =E=P | 5 4 7 10 4
PS5 4 7 10 4
Ps L5 5 7 10 3

Como todas las entradas de E son positivas, la digrafica dada es fuertemente conexa.
|
Este enfoque sirve, por ejemplo, para rastrear la propagacion de un contaminante

en un grupo de individuos; si hay una trayectoria de P; a P;, el contaminante puede pro-
pagarse de P; a P;.
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Términos clave

Gréfica dirigida (digrafica) Matriz de adyacencia Clan
Vértices (o nodos) Grificas (o digraficas) de dominancia  Fuertemente conexa
Arcos (aristas o lados) dirigidos Acceso en dos etapas

2.2 Ejercicios

1. En cada caso, trace una digréfica determinada por la

matriz dada.

ro 1 0 0 0
0 0 1 1 0

(a) |1 0 0 1 1
1 1 0 0 1
L1 0 1 1 0
ro 1 1 1
1 0 0 1

(b) 1 1 0 0
L0 1 0 0

2. Escriba las matrices de adyacencia de cada una de las
digraficas dadas.

P, P,
P3
P Fs
" P3 1 x
Ps P, P,
(@

(b)

3. Considere un grupo de cinco personas, Py, P», P3, P4y
Ps, que estdn encargadas de operar una estacion climato-
l6gica en una isla remota. Se han observado las siguientes
interacciones sociales entre ellas:

P se lleva bien con Py, P3y Py.

P, se lleva bien con Py y Ps.

P5 se lleva bien con Py, P, y Py.

P4 se lleva bien con Py, P3y Ps.

P5 se lleva bien con Py.
Trace una digrafica G que describa esta situacion. Escriba
la matriz de adyacencia que representa a G.

4. (Cuadles de las siguientes pueden ser matrices de adyacen-
cia de una digrafica de dominancia?

0 1 1 0
o 0 1 1
@1y 0 0o o
0 0 1 0

0 0 1 0 0

10 1 0 1

mlo o o o 1

11 1 0 1

1 0 0 0 o0

5. Los siguientes datos han sido recopilados en un estudio
sociolégico de seis personas:

Carter influye en Smith y Gordon.

Gordon influye en Jones.

Smith se ve influenciado por Peters.

Russell se ve influenciado por Carter, Smith y Gordon.
Peters se ve influenciado por Russell.

Jones influye en Carter y Russell.

Smith influye en Jones.

Carter se ve influenciado por Peters.

Peters influye en Jones y Gordon.

(a) ¢Quién influye sobre mds personas?

(b) (Quién se ve influenciado por mds personas?

. Considere una red de comunicacion entre cinco indivi-

duos, descrita con matriz de adyacencia

P, P, Py P, Ps

PpTCO 1 1 1 1
o0 0 0 1 1
Pl 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1
psL1 0 1 0 0

(a) (De cudntas formas tiene acceso P, a P; por medio de
un individuo?

(b) ¢(Cuadl es el nimero minimo de personas por medio de
las cuales P, tiene acceso a si misma?

. Considere la siguiente relacion de influencia entre cinco

individuos.

Py influye en Py, P4y Ps.
P, influye en P3 y Py

P53 influye en Py y Py.

P, influye en Ps.

Ps influye en P, y P;.

(a) (Puede P4 influir en P; en dos etapas como maximo?

(b) (De cudntas formas influye P, en P4 en exactamente
tres etapas?

(c) ¢De cudntas formas influye P; en P4 en una, dos o
tres etapas?

En los ejercicios 8 a 10, encuentre un clan —si lo hay— para
la digrdfica con la matriz de adyacencia dada.

O = O = O
S == OO
—_—— O = O
_—O == O
[ellelell o]



0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 0 0
O 0 0 1 0 0
%1011 0o o o 1 1
1 0o 1 1 0 1
1 0 1 1 1 0
0 1 1 0 1
10 1 1 1
0.1 0 0o 1 o0
1 0 0 0 1
o 1 0o 1 o

11. Considere una red de comunicacién entre cinco individuos,
descrita con la matriz de adyacencia

0 1 0 0 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
1 1 0 0 0
0 0 1 1 0

(a) (P53 puede enviar un mensaje a P5 en dos etapas cuan-
do mucho?

(b) (Cudl es el nimero minimo de etapas que garantizard
que cada persona puede enviar un mensaje a cualquie-
ra otra (que no sea ella misma)?

(c) ¢(Cudl es el nimero minimo de etapas que garantizaria
que cada persona puede enviar un mensaje a cualquie-
ra otra (inclusive ella misma)?

12. Determine si la digrafica con la matriz de adyacencia dada
es fuertemente conexa.

0o 1 1 1
0 0
@17 9
0

1 1
0 1
0 1 0
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0 1 0O 0 O
0o 0 1 0 o0
(b) |1 o o0 o0 O
o 0 0 O 1
0o 0 1 1 0

13. Determine si la digrafica con la matriz de adyacencia dada
es fuertemente conexa.

0 0 1 1 17
1 0o 1 1 0
@1jo 1 0o o0 0
o 1 0 0 1

L1 1 0 o ol

0 0 0 0 17
o 0 1 1 0
®lo 1 0o o0 1
1 0 0 0 0

lo o o 1 ol

14. Un grupo de cinco acrdbatas realiza una pirdmide humana,
en la cual debe haber una trayectoria de soporte entre cua-
lesquiera dos personas distintas, pues de lo contrario la
pirdmide caerd. En la siguiente matriz de adyacencia, a;; = 1
significa que P; soporta a Pj:

==
—oocoo
—oc oo~
cCOoO = O -
O — o =0

(Quién puede retirarse de la pirdmide sin provocar que €s-
ta se caiga?

Ejercicios tedricos

T.1. Demuestre que una digrafica que tiene aristas dirigidas
P;P;y P;P;no puede ser una grafica de dominancia.

T.2. Demuestre el teorema 2.1.
T.3. Demuestre el teorema 2.2.

Ejercicios con MATLAB

En MATLAB, Los operadores + y ™ permiten calcular sumas y
potencias de una matriz. Por lo tanto, los cdlculos de los teore-
mas 2.2 'y 2.3 pueden realizarse fdcilmente en dicho software.

ML.1. Resuelva el ejercicio 8 utilizando MATLAB.
ML.2. Determine un clan —si lo hay— para la digrafica con
la siguiente matriz de adyacencia:

0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
0 1 0 o0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0

ML.3. Resuelva el ejercicio 13 utilizando MATLAB.

EEl CREACION DE GRAFICOS POR COMPUTADORA

Requisito. Lectura de la seccion 1.5, Transformaciones matriciales.

Todos estamos familiarizados con los sorprendentes resultados que se logran con ayu-
da de computadoras en la creacién de graficos destinados a los juegos de video y a los
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EJEMPLO 1

efectos especiales en la industria del cine. La creacién de gréficos por computadora
también desempefia un papel importante en el mundo de la manufactura. Por ejemplo,
el diserio asistido por computadora (CAD, por sus siglas en inglés) se emplea para di-
sefiar modelos de los productos y luego someterlos (también en computadora) a una se-
rie de pruebas para, finalmente, implementar las modificaciones necesarias a fin de
lograr un mejor disefio. Uno de los éxitos mas notables de este método se ha consegui-
do en la industria automotriz, en donde los modelos automovilisticos pueden verse des-
de diversos dngulos hasta encontrar un estilo mds atractivo y popular, asi como verificar
la resistencia de sus componentes, su adaptabilidad al camino, la comodidad de sus
asientos, la seguridad que ofrecen en caso de choque, etcétera.

En esta seccién veremos ejemplos de transformaciones matriciales f: R> — R” que
son ttiles en el desarrollo de graficos bidimensionales.

Seaf: R*> — R la transformacién matricial que realiza una reflexién respecto del eje x.
(Vea el ejemplo 5 de la seccién 1.5.) Entonces, f se define mediante f(v) = Av, donde

1 0
A= [O _1] .
Por lo tanto, tenemos
1 0] x X
o-mls 0]

Para ilustrar una reflexion respecto del eje x en la creacion de graficos por compu-
tadora, sea T el tridngulo de la figura 2.15(a), con vértices

(-1,4), @G, 1) y (2,6).
Para reflejar T respecto del eje x, hacemos
-1 |3 |2
V= 41 Vo = 11’ V3 = 6
y calculamos las imagenes f(v), f(v») y f(v3) formando los productos
[ ol[-1 —1
el -
0][3 | 3
=1t -1

1 ol[2 2
AVs=1o _1] 6]2[—6]'

O -
|
—_

AV2 =

r 1
O -

Estos tres productos pueden escribirse en términos de matrices por bloques como

—1 3 2
A[V] Vo V3]=|:_4 1 _6i|.
En consecuencia, la imagen de T tiene vértices

(_17 _4’)’ (3’ _1) y (27 _6)5

como se muestra en la figura 2.15(b). [ |



Figura 2.15 »

EJEMPLO 2

y

+6

+4

+2
AN ———x
-6 -4 N2 4 6

+ -4

+-6
Figura 2.16 A

EJEMPLO 3
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(@ (b)

La transformacién matricial f: R?> — R” que realiza una reflexién respecto de la recta
y = —x se define mediante

J(v) = By,
donde
B= [_? _é} :
Para ilustrar la reflexion respecto de la recta y = —x, utilizamos el tridngulo 7 definido

en el ejemplo 1, y calculamos los productos

0 —1|[-1 3 2 -4 -1 -6
Blvi v V3]:[—1 O:||:4 I 6}:[ 1 -3 —2]'
Por lo tanto, la imagen de T tiene vértices
-4, D, (=1,-3) y (=6,-2),

tal como aparece en la figura 2.16. [ |

Para realizar una reflexion respecto del eje x para el tridngulo 7T del ejemplo 1, se-
guida por una reflexion respecto de la recta y = —x, calculamos

B(Av)), B(Avp) y B(Avj).

Es facil demostrar que al invertir el orden de estas transformaciones matriciales se ob-
tiene una imagen diferente (verifique). Esto muestra que el orden en que se realizan las
transformaciones es importante, lo cual es comprensible, ya que la multiplicacion de
matrices, a diferencia de la multiplicacién de nimeros reales, no satisface la propiedad
conmutativa.

Las rotaciones en un plano se definieron en el ejemplo 9 de la seccién 1.5. Una figura
plana se gira en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj, en un dngulo ¢, por
medio de la transformacién matricial f: R? — R2, definida por f(v) = Av, donde

A= cos¢ —senq¢
" |sen¢p coso |°

Ahora suponga que queremos rotar la pardbolay = x” en sentido contrario a las ma-
necillas del reloj, en un dngulo de 50°. Primero elegimos algunos puntos de la pardbo-
la, digamos,

(_27 4)’ (_19 1)7 (07 O)a (%’ %) y (37 9)
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[vea la figura 2.17(a)]. Luego calculamos las imdgenes de estos puntos. De esta mane-

ra, si
-2 -1 0 3
Vi = 41 V2 = ik V3=O, V4 = s V5=9,

calculamos los productos (con cuatro cifras decimales) (verifique)

NI

A[V] V2 V3 V4 V5]

| —4.3498 —1.4088 0  0.1299 —-4.9660
| 10391 —-0.1233 0 0.5437 8.0832|"

A continuacién trazamos los puntos imagen

(—4.3498, 1.0391), (—1.4088, —0.1233), (0,0),
(0.1299, 0.5437) 'y (—4.9660, 8.0832)

y los conectamos para obtener una aproximacion de la imagen de la pardbola, como se
ilustra en la figura 2.17(b). |

Figura 2.17 » y y

=

=

(@ (b)

Las rotaciones son particularmente utiles en la obtencién de efectos sofisticados pa-
ra juegos de video y para demostraciones animadas por computadora. Por ejemplo, para
lograr la ilusion de una rueda girando, podemos rotar los rayos en un dngulo 6;, luego

. . . a
en un angulo 6,, y asi sucesivamente. Sean u = |:a1i| el 2-vector que representa un
2

rayo de la rueda, y f: R?> — R? la transformacién matricial definida por f(v) = Av,

donde
A= cosf; —senf| .
| senf; cosb; |’

y sea g: R> — R? la transformacién matricial definida por g(v) = Bv, donde

__|cosB, —senbs
" | senf, cosb |°

La sucesion de rotaciones del rayo u se representa mediante

g(f(w) = g(Au) = B(Au).
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Figura 2.18 »
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El producto Au se realiza primero, y genera una rotacién de u en un dngulo 6;
luego el producto B(Au) genera la segunda rotacién. Tenemos

B(Au) = B(a;col(A) 4+ acoly(A)) = aBcol (A) + arBcoly(A)

y la dltima expresion es una combinacion lineal de los vectores columna Bcolj(A) y
Bcoly(A), que podemos escribir como el producto

[Beoli(A)  Beoly(A)] [Z;] :

Con base en la definiciéon de multiplicacién de matrices, [Bcol{(A) Bcoly(A)] = BA,
asi que tenemos

B(Au) = (BA)u.

Esto indica que en lugar de aplicar en sucesion las transformaciones, es decir, f segui-
da por g, podemos obtener el mismo resultado formando el producto matricial BA y
usdndolo para definir una transformacién matricial sobre los rayos de la rueda.

Un inclinacion (o corte) en la direccion x es la transformacion matricial definida por

fv) = [(1) ﬂ v,

donde k es un escalar. Una inclinacién en la direccion x lleva el punto (x, y) hasta el pun-
to (x + ky, y). Es decir, el punto (x, y) se mueve en forma paralela al eje x, en una can-
tidad ky.

Consideremos ahora el rectangulo R, que se muestra en la figura 2.18(a), con vér-
tices

0,0), 0,2), 40 y 4,2).

Si aplicamos la inclinacién en la direccién x con k = 2, la imagen de R es el paralelo-
gramo con vértices

0,0, 4.2, 40 y @2),

tal como se ilustra en la figura 2.18(b). Si aplicamos la inclinacién en la direccién x con
k = —3, la imagen de R es el paralelogramo con vértices

(0’ 0)7 (_67 2)’ (4’ 0) y (_2’ 2)7

como se muestra en la figura 2.18(c).

En el ejercicio 3 consideraremos inclinaciones en la direccion y. [ |
y y y
4 4 Inclinacién k =2 Inclinacién k = -3 4
2 / 2
t t X t t t t x t t t t t t X
2 4 6 0 | 2 4 6 8 6 -4 20| 2 4 6

(a) (b) (©
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EJEMPLO 5

Lecturas adicionales

En los ejercicios que se plantean al final de la seccidn, se consideran otras trans-
formaciones matriciales utilizadas en la creacion de graficas bidimensionales por compu-
tadora. Para un andlisis detallado de este tema, consulte la bibliografia que se indica al
final de la seccidn.

En los ejemplos 1 y 2 aplicamos la transformacién matricial a un tridngulo, figura
que puede ser especificada si se tienen sus tres vértices. En el ejemplo 3, la figura que
fue transformada fue una parabola, que no puede especificarse con un nimero finito de
puntos. En este caso, se optd por un cierto niimero de puntos de la pardbola para apro-
ximarse a su forma y se calcularon las imdgenes de estos puntos aproximativos que,
juntos, dieron una forma aproximada de la imagen de la figura.

Sea f: R? — R? la transformacién matricial definida por f(v) = Av, donde

h 0
A=
0 %
con h y k diferentes de cero. Ahora suponga que deseamos aplicar esta transformacion
matricial a una circunferencia de radio 1 y centro en el origen (la circunferencia unita-
ria). Desafortunadamente una circunferencia no puede especificarse mediante un niime-
ro finito de puntos. Sin embargo, cada uno de los puntos de la circunferencia unitaria
se describe mediante un par ordenado (cos 6, sen 6 ), donde el dngulo 6 toma todos los
valores de 0 a 2m radianes. En consecuencia, ahora podemos representar un punto
. . . . . cosf
arbitrario en la circunferencia unitaria mediante el vector u = [sen 0
las imdgenes de la circunferencia unitaria que se obtienen mediante la aplicacion de la
transformacién matricial f estan dadas por

h Of|cos6 hcos6 x'
f(w) = Au = [0 k:| |:sen9] - |:ksen9] - |:y’]'
Recordemos que una circunferencia de radio 1 y centro en el origen se describe median-
te la ecuacion

i|. De esta manera,

P4y =1

Segiin la identidad pitagérica, sen® 6 4+ cos> 6 = 1. Por lo tanto, los puntos (cos 6, sen
0) estan en la circunferencia unitaria. Ahora queremos obtener una ecuacion que des-
criba la imagen de la circunferencia unitaria. Tenemos

x'=hcosO 'y y =ksen6
de manera que

/ /

X y
— =cosf, — =senb.
h k

De acuerdo con lo anterior,

(2

que es la ecuacion de una elipse. Esto muestra que la imagen de la circunferencia uni-
taria obtenida mediante la transformacién matricial £, es una elipse con centro en el ori-
gen. Vea la figura 2.19. |

FoLEY, J.D., A. vaN DaMm, S.K. FEINER, J.F. HUGHES y R.L. PHILLIPS, Introduction to
Computer Graphics, 2a. ed., Reading, Massachusetts: Addison-Wesley, 1996.
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Figura 2.19 »

Circunferencia unitaria Elipse

MORTENSON, ML.E. Mathematics for Computer Graphics Applications, 2a. ed., Nueva
York: Industrial Press, Inc., 1999.
RoGERs, D.FE. y J.A. ApaMS, Mathematical Elements for Computer Graphics, 2a. ed.,
Nueva York, McGraw-Hill, 1989.

Términos clave

Creacion de gréaficos por computadora Reflexion Dilatacion
Disefio asistido por computadora (CAD) Rotacién Contraccién
Imagen Inclinacion (corte)

2.3 Ejercicios

1. Seaf: R? — R? la transformacién matricial definida por 5. La transformacién matricial f: R> — R? definida por

f(v) = Av, donde
-1 0
SRR

esto es, f es una reflexion respecto del eje y. Determine y
bosqueje la imagen del rectdngulo R con vértices (1, 1),
(2,1, (1,3)y (2, 3).

. Sea R el rectangulo con vértices (1, 1), (1,4), (3, 1) y
(3, 4). Sea fla inclinacién en direccién x con k = 3.
Determine y bosqueje la imagen de R.

. Una inclinacion (o corte) en direccion y es la transforma-
cién matricial f: R?> — R?, definida por f(v) = Av, donde

10
A=l

y k es un escalar. Sea R el rectangulo que se definié en
el ejercicio 2, y sea fla inclinacién en direccién y con
k = —2. Determine y bosqueje la imagen de R.

. La transformaci6n matricial f : R — R? definida por

f(v) = Av, donde
kK 0O
A=l ]

y k es un niimero real, se denomina dilatacién si k > 1,y
contraccion si 0 < k < 1. En consecuencia, la dilatacion es-
tira un vector, mientras que la contraccién lo comprime. Si R
es el rectdngulo que se defini6 en el ejercicio 2, determine y
bosqueje la imagen de R para

@ k=4 b) k=1

f(v) = Av, donde
k 0
=l )

y k es un nimero real, es una dilatacion en direccion x si
k > 1,y es una contraccion en direccion x si 0 < k < 1.

Si R es el cuadrado unitario y si f'es la dilatacién en direc-
cién x con k = 2, determine y bosqueje la imagen de R.

. La transformacién matricial f: R* — R definida por

f(v) = Av, donde
1 0
a=[s 3
y k es un nimero real, es una dilatacién en direccion y si k
> 1, y es una contracciéon en direcciony si 0 < k < 1.

Si R es el cuadrado unitario y fes la contraccién en direc-
cién y con g — % , determine y bosqueje la imagen de R.

. Sea T el triangulo con vértices (5, 0), (0, 3) y (2, —1). Deter-

mine las coordenadas de los vértices de la imagen de T bajo
la transformacién matricial f, definida por

Fv) = [‘§ 1] v.

. Sea T el tridngulo con vértices (1, 1), (=3, =3) y (2, —1).

Determine las coordenadas de los vértices de la imagen de
T bajo la transformacion matricial definida por

fo) = [_j ‘2] v
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9.

10.

11.

12.

13.

Sea f'la rotacion en sentido contrario a las manecillas del
reloj y en un angulo de 60°. Si T es el tridngulo definido en
el ejercicio 8, determine y dibuje la imagen de T bajo f.

Sea f; la reflexion respecto del eje y, y sea f> una rotacién
en sentido contrario a las manecillas del reloj, en un dngulo
de /2 radianes. Demuestre que el resultado de realizar pri-
mero f> y luego fi no es el mismo que realizar primero f; y
luego f>.

Sean A la matriz singular [; i] y T el tridngulo definido

en el ejercicio 8. Describa la imagen de 7 bajo la transfor-
macién matricial f : R> — R definida por f(v) = Av.

Sea fla transformacion matricial definida en el ejemplo 5.
Determine y dibuje la imagen del rectdngulo con vértices
0,0), (1,0), (1, 1) y (0, ) parah =2y k = 3.
Sea f: R*> — R’ la transformacién matricial definida por
f(v) = Av, donde
1 -1
A= [2 3] :

Determine y dibuje la imagen del rectangulo definido en el
ejercicio 12.

En los ejercicios 14y 15, sean fi, f», f3 v f4 las siguientes trans-
Sformaciones matriciales:

14.

fi: rotacion en sentido contrario a las manecillas del reloj,
en un dngulo ¢

> : reflexion respecto del eje x

f3: rotacion respecto del eje y

f4: rotacion respecto de la recta y = x

Sea S el cuadrado unitario.

y

o 1

Determine dos maneras distintas de utilizar las transforma-

ciones matriciales anteriores sobre S para obtener la imagen
dada. Puede aplicar en sucesién mds de una transformacion
matricial.

(a) 1

(b) y

-1

15. Sea S el tridngulo que se muestra en la figura.

y

|
[\
Q
[NSR

Determine dos maneras distintas de emplear las transforma-
ciones anteriores sobre S para obtener la imagen dada. Pue-
de aplicar en sucesion mds de una transformacién matricial.

(a)

<

|
[\

Q
)

(b)




Ejercicios con MATLAB

En esta seccion se analizaron las transformaciones matriciales.
Son funciones, cuya entrada y salida son vectores relacionados
por medio de una multiplicacion matricial: f(¢) = Ac. La entra-
da ¢ puede ser un solo vector o una coleccion de vectores que
representn una figura u objeto. (Observe que podemos visuali-
zar los vectores como puntos, y viceversa.) Una transformacion
matricial de R™ a R" suele denominarse transformacion o
mapeo.

En los ejemplos geométricos de esta seccion se tomo A
como una matriz de 2 x 2, para poder mostrar fdcilmente la
salida o resultado, es decir, la imagen. En los ejercicios siguien-
tes continuaremos esta prdctica, y utilizaremos MATLAB para
construir grdficas de las imdgenes. Las rutinas de MATLAB
utilizadas en estos ejercicios le dan la oportunidad de adquirir
experiencia mediante la visualizacion de transformaciones
matriciales.

En los ejercicios ML.1 a ML.4, utilice la rutina de MATLAB
matrixtrans para generar ilustraciones y capacidades experi-
mentales adicionales. Escriba help matrixtrans en MATLAB, y
lea la breve descripcion. Para iniciar esta rutina, escriba ma-
trixtrans. En la parte inferior izquierda estd la Comment Win-
dow (Ventana de comentarios), que le proporcionard
instrucciones sobre los pasos para usar esta rutina.

ML.1. Seleccione el ‘Object’ Circle (Circulo) haciendo clic en
la palabra. Vea la ventana de comentarios; luego haga
clic en el botén View. En la pantalla de visualizacion
aparecerd la circunferencia unitaria en el conjunto de
ejes a la izquierda.

(a) Haga clic en el boton MATRIX, y luego ingrese la

matriz
05 0
=[]

escribiendo [0.5 0;0 1]; al terminar presione Enter
(Intro). Haga clic en el botén MAP IT para ver la
imagen de la circunferencia unitaria determinada
por la matriz A.

(b) Haga clic en el botén Composite y luego en el bo-
ton MATRIX que se desplegard. Ahora vuelva a in-
troducir la matriz

< 9

(o utilice la flecha hacia arriba para tener acceso a
la pila de comandos para encontrar esta matriz);
luego haga clic en MAP IT.

(c) Escriba una breve descripcion de las acciones reali-
zadas por las transformaciones matriciales en los
incisos (a) y (b).

(d) Si aplicamos esta misma transformacion una terce-
ra vez, jen donde estard la imagen, en relacién con
la figura actual?

ML.2. (Inicie matrixtrans; o, si ya estd usando la rutina, haga
clic en Restart.) Seleccione el ‘Object” Square (Cua-
drado), haciendo clic en la palabra. Vea la ventana de

comentarios. Luego haga clic en el botén View. A

ML.3.

MLA4.
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continuacion aparecerd el cuadrado unitario en el con-
junto de ejes a la izquierda.
(a) Ahora haga clic en el botén MATRIX, e introduzca

la matriz A = [3 2] escribiendo [2 0;0 4];

presione Enter. Haga clic en el botén MAP IT para
ver la imagen del cuadrado unitario determinado
por la matriz A. ;Cudl es el drea de la imagen?

(b) Haga clic en el botén Composite y luego en el botén
MATRIX que se despliega. Esta vez ingrese la matriz

1
5 O
1
i
y haga clic en MAP IT. ;Cudl es el drea de la ima-
gen compuesta?

() Si A= [2 O] yB = , vimos que

0 4

o i

4
f(cuadrado unitario) = A(cuadrado unitario)
= primera imagen
y
g(primera imagen) = B(primera imagen)
= imagen compuesta.
En consecuencia, tenemos
g(f (cuadrado unitario)) = B(A(cuadrado unitario))
= imagen compuesta.

Calcule la matriz AB y explique cémo se relaciona el
resultado de esta composicion con el cuadrado unitario.

(Inicie matrixtrans; o, si ya estd usando la rutina, haga

clic en Restart.) Seleccione el‘Object” House

haciendo clic en la palabra. Vea la ventana de

comentarios. Haga clic en el botén View. A continuacién

aparecera la casa en el conjunto de ejes a la izquierda.

(a) Haga clic en el botén Grid On. Calcule el drea de
la casa. Utilice una transformacion matricial que
sea una inclinacion en direccién x, con kK = 1 (vea
el ejemplo 4), y muestre la imagen. ;Cuadl es el
drea de la imagen? ;Como se relacionan las dreas?

(b) Haga clic en el boton Restart. Seleccione una vez
mads la casa. Utilice una transformacién matricial
que produzca una inclinacién en direccién x con
k = 0.5 (vea el ejemplo 4), y muestre la imagen.
(Cudl es el drea de la imagen?

(c) Haga clic en el botén Restart. Seleccione otra vez la
casa. Utilice una transformacién matricial que pro-
duzca una inclinacion en direccion x, con k = 2 (vea
el ejemplo 4), y muestre la imagen. ;Cudl es el drea
de la imagen? (Inspeccione cuidadosamente la
figura.)

Utilice matrixtrans para realizar lo siguiente.

(a) Seleccione el objeto Arrow (Flecha). Determine
una matriz A tal que la imagen sea una flecha que
apunta en la direccion opuesta. Muestre la imagen.
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(b)

(©)

(d)

Seleccione el objeto Arrow (Flecha). Determine
una matriz A tal que la imagen sea una flecha que
apunta en la misma direccion, pero de la mitad de
largo. Muestre la imagen.

Seleccione el objeto Arrow y utilice la matriz de
MATLAB

cos(pi/4) sen(pi/4)
—sen(pi/4) cos(pi/4) |’

Describa la imagen resultante. ;Qué dngulo forma
con la parte positiva del eje horizontal? Como
ayuda para responder esta pregunta, utilice el bo-
tén de la cuadricula (grid) y luego analice la cua-
dricula generada en la flecha transformada.
Utilizando la parte (c), determine las coordenadas
del extremo superior de la flecha.

En los ejercicios ML.5 y ML.6, utilice la rutina planelt. Las
transformaciones matriciales de R? a R? se conocen como trans-
formaciones lineales del plano. La rutina planelt de MATLAB
nos permite experimentar con tales transformaciones, mediante
la seleccion de la operacion geométrica que queremos realizar
sobre una figura. La rutina utiliza la matriz adecuada para
calcular la imagen, muestra la matriz y conserva un registro
grdfico de la imagen original, asi como de las imdgenes ante-
rior y actual. La rutina planelt es muy versdtil, ya que usted
puede darle como entrada una matriz o figura propias. Para
iniciar esta rutina, simplemente escriba planelt.

ML.5. Inicie la rutina planelt. Lea las descripciones que apa-

recen en pantalla, y sigalas hasta llegar a FIGURE
CHOICES. Seleccione entonces el tridngulo, elija
‘See the Triangle’ y luego la opcién ‘Use this Figure.
Go to select transformations’.

(a) Seleccione la rotacion y utilice un dngulo de 45°.
Después de que se muestren las figuras, presione
Enter. Verd nuevamente el ment de opciones de
Transformaciones Lineales del plano. Si en este
punto elige una transformacion, se producird la
composicion con la transformacion que se acaba
de aplicar. Inténtelo, eligiendo reflejar la figura ac-
tual alrededor del eje y. Las figuras que se exhiben
muestran el tridngulo original, el tridngulo rotado
45°, y después esta imagen reflejada alrededor del
eje y. Conserve un bosquejo de la figura compuesta.

EX] CIRCUITOS ELECTRICOS

ML..6.

ML.7.

(b) Invierta el orden de las transformaciones propues-
tas en la parte (a). Conserve un bosquejo de la fi-
gura obtenida con esta composicion. Compare
este dibujo con el de la parte (a). Si A es la matriz
de la rotacién de 45° y B es la matriz de la refle-
xi6n alrededor del eje y, explique como sabemos
que BA # AB.

Utilice planelt con el paralelogramo. Elija una com-
posicién de transformaciones, de modo que la figura
final sea la que se muestra a continuacion.

2 I I

7Y I B

Las proyecciones ortogonales desempefian un papel
fundamental en una gran variedad de situaciones que
se planteardn posteriormente. Aunque en esta seccién
utilizamos dlgebra para calcular proyecciones, MATLAB
puede ayudarnos a presentar los aspectos geométricos.
Escriba en MATLAB help project y lea la descripcién.
Para iniciar la rutina correspondiente, escriba project,
y luego seleccione la demostracién para ver cémo
funciona. Utilice project para determinar proyyu; es-
to es, la proyeccion de u sobre w, para cada uno de
los pares de vectores siguientes. Determine si la longi-
tud de la proyeccion es mayor que la del vector w, y
si estd en la direccion opuesta.

(a) u=

M1 3
ou-[ -
3

1

5
©u=|3|,w=

1 —4

(4 2
Du=|6[,w=]3

0 8

Requisito. Lectura de la seccion 1.6, Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales.

En esta seccion presentaremos las leyes bdsicas del andlisis de los circuitos eléctricos,
y luego las emplearemos para analizar circuitos eléctricos formados por baterias, resis-

tores (resistencias) y cables.

Una bateria (o pila) es una fuente de corriente directa (o voltaje) en el circuito;
una resistencia es un dispositivo, como un foco, que reduce la corriente en un circui-
to y convierte la energia eléctrica en energia térmica, y un cable es un conductor que
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permite el libre flujo de corriente eléctrica. Un circuito eléctrico sencillo es una cone-
xion cerrada de resistencias, baterias y cables. Cuando los circuitos se representan por
medio de diagramas, las baterias, resistencias y cables se denotan como sigue:

+ S VAYAY
Baterias Resistencias Cables

La figura 2.20 muestra un circuito eléctrico sencillo, formado por tres baterias y cuatro
resistencias, unidas mediante cables.

Las cantidades fisicas que se utilizan al analizar los circuitos eléctricos son la co-
rriente, la resistencia y la diferencia de potencial eléctrico en una bateria. La diferencia
de potencial eléctrico se mide en voltios (V) y se denota mediante E. La corriente se de-
nota con /'y se mide en amperios (A). La resistencia se denota con R y se mide en ohms
(R2). Estas unidades se relacionan mediante la ecuacion

Un voltio = (un amperio) x (un ohm).

La diferencia de potencial eléctrico de una bateria se considera positiva si se mide de la
terminal negativa (—) a la positiva (4), y negativa cuando se mide de la terminal posi-
tiva (+) a la negativa (—). La diferencia de potencial eléctrico en una resistencia (deno-
tada mediante V), depende de la corriente que fluye por ella y de la resistencia que
ofrece y estd dada por la ley de Ohm:

V==x1IR.

El signo negativo (—) se usa cuando la diferencia en la resistencia se mide en direccién
del flujo de corriente, y se utiliza el signo positivo (+) cuando la diferencia en la resis-
tencia se mide en direccion opuesta al flujo de corriente.

Todos los circuitos eléctricos constan de ciclos de voltaje y nodos de corriente. Un
ciclo de voltaje es una conexion cerrada dentro del circuito. Por ejemplo, la figura 2.20
contiene los tres ciclos de voltaje

a—>b—>c—f—a,

c—>d—e—>f—c

a—>b—>c—>d—e—>f—a

Un nodo de corriente es un punto donde se encuentran tres o mas segmentos de cable.
Por ejemplo, la figura 2.20 contiene dos nodos de corriente en los puntos

c y L

Los puntos, a, b, d y e no son nodos de corriente, pues en ellos s6lo se encuentran dos
segmentos de cable.

Las leyes fisicas que gobiernan el flujo de corriente en un circuito eléctrico son la
conservacion de la energia y la conservacion de la carga.

e La conservacion de la energia se establece en un resultado conocido como ley de
voltaje de Kirchhoff: en torno de cualquier ciclo de voltaje, la diferencia total
de potencial eléctrico es igual a cero.

e La conservacion de la carga se establece en un resultado que se conoce como ley
de corriente de Kirchhoff: en cualquier nodo de corriente, el flujo de todas las co-
rrientes que llegan al nodo es igual al flujo de todas las corrientes que salen del no-
do. Esto garantiza que la carga en un nodo no aumenta ni disminuye, de modo que
el flujo de corriente es estacionario a lo largo del nodo.
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EJEMPLO 1

Figura 2.21 »

Ahora podemos aplicar estas ideas, y los métodos para resolver sistemas lineales,
a la resolucién de problemas relacionados con los circuitos eléctricos. Estos problemas
tienen el siguiente formato general: en un circuito con baterias, resistencias y cables,
determinar todos los valores desconocidos de la diferencia de potencial eléctrico en las
baterfas, de las resistencias y de las corrientes, dados algunos valores, suficientes para
calcular los valores desconocidos. El siguiente ejemplo ilustra lo dicho en el parrafo an-
terior, para un caso en el cual las incognitas son las corrientes.

La figura 2.21 muestra el circuito de la figura 2.20, en el que las baterias tienen los po-
tenciales eléctricos indicados, medidos de la terminal negativa a la positiva, y las resisten-
cias tienen los valores sefialados. El problema consiste en determinar las corrientes que
fluyen por cada segmento del circuito.

Primero asignamos incégnitas para las corrientes en cada segmento del circuito
que comienza en cierto nodo y termina en algin otro (sin nodos intermedios). Por ejem-
plo, en la figura 2.21, asignamos /; al segmento f — a — b — ¢, I, al segmento f — c,
e I3 al segmento ¢ — d — e — f. Ademds, asignamos direcciones arbitrarias a estas
corrientes, como indican las flechas de la figura 2.21. Si la direccién asignada es co-
rrecta, el valor de corriente que se obtenga serd positivo; si es incorrecta, el valor de
corriente serd negativo. Este dltimo caso indica, por lo tanto, que la direccion real del
flujo de corriente es justamente la opuesta a la asignada originalmente. Utilizando la ley
de la corriente de Kirchhoff (la suma de las corrientes de entrada es igual a la suma de
las corrientes de salida) en los puntos ¢ y f, tenemos

I + L =1

I3=Il +12’ (1)

respectivamente. Como estas dos ecuaciones contienen la misma informacién, sélo ne-
cesitamos una de ellas. En general, si un circuito tiene n nodos, la ley de la corriente de
Kirchhoff proporcionard n — 1 ecuaciones ttiles y una ecuacién que es una combina-
cion lineal de las otras n — 1.

A continuacién nos valemos de la ley de voltaje de Kirchhoff. Partimos del punto
a y nos movemos por la bateria de (—) a (+) hasta el punto b, de modo que la diferen-
cia de potencial es +40 V. Al ir del punto b al punto ¢ por la resistencia de 5 €2, se tie-
ne una diferencia de potencial de —51;. Al ir del punto c al punto f por la bateria de 120 V
y una resistencia de 10 €2 se tiene una diferencia de potencial de —120 V (a lo largo de
la baterfa) y una diferencia de potencial de 4101, (a través de la resistencia). Por dlti-
mo al ir del punto f'al punto a no hay diferencia de potencial. En resumen, al aplicar la
ley de voltaje de Kirchhoff en el ciclo a — b — ¢ — f — a, obtenemos
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(+E) + (=Ri1y) + (=Ep) + (+Rx[) =0

(4+40) + (=51 + (—120) 4+ (101,) = 0,
es decir,
I, — 2L, = —16. 2

De manera andloga, al aplicar la ley de voltaje de Kirchhoff en el cicloc — d — ¢ —
f— ¢, obtenemos

(—R3l3) + (+E3) + (—R4l3) + (—Rolp) + (+E2) =0

(—2013) + (4+80) + (—=3013) + (—10I,) + (+120) = 0.
Esto se simplifica a 101, 4+ 5015 = 200, o
I, + 51I; = 20. 3)

Observe que la ecuacién resultante del ciclo de voltajea — b - c —d - e — f—
a se convierte en

(+ED) + (=Ri[) + (—=R3l3) + (+E3) + (—R4l3) = 0

(440) + (=51;) + (=20I3) + (+80) + (—30I3) = 0,

lo cual se simplifica a
I, + 1013 = 24.

Pero esta ecuacion es justamente la combinacion lineal Ecuacion (2) + 2 Ecuacion (3)
y, por lo tanto, no proporciona nueva informacién; en consecuencia, es redundante y se
puede omitir. En general, un ciclo exterior mayor, comoa - b —c—>d—e—f—>a
no proporciona nueva informacién si todos sus ciclos interiores, como a — b — ¢ —
f—>ayc—d— e— f— c, yahan sido incluidos.

Las ecuaciones (1), (2) y (3) conducen al sistema lineal

1 1 —17[n 0
1 =2 0||nL|=|-16
0 1 5|5 20

Al resolver para I}, I, e I3 obtenemos (verifique)
L =-35A, L=625A ¢ L=275A.

El valor negativo de I, indica que su verdadera direccion es la opuesta a la que se le
asigno en la figura 2.21. [ |

En general, en el caso de un circuito eléctrico que consta de baterias, resistencias y
cables, y que tiene n diferentes asignaciones de corriente, las leyes de voltaje y corrien-
te de Kirchhoff siempre conducen a n ecuaciones lineales que tienen una tinica solucién.

Términos clave

Bateria (pila)
Resistencia
Cable

Ciclo de voltaje

Nodo de corriente
Ley de voltaje de Kirchhoff
Ley de corriente de Kirchhoff
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2.4 Ejercicios

En los ejercicios 5 a 8, determine los valores desconocidos en el
circuito dado.

En los ejercicios 1 a 4, determine las corrientes desconocidas

en el circuito dado.

1.
2.
b 28 I ¢ n d
I3
5Q 6Q
4 —— + ——
— =0V T 40V
I Is
a N\ N\ — ¢
! 1Q
3.
b I B 20Q ¥
n
1052 T 100V
40
I
+ p—
ae =|_I.e
f 200V °
4.
a I b 14 c
+
t=150v 5Q - 4
300V
1y Is
f VAVA Y 6 d
e I3

5.

a 3Q b 2Q c
7 VAVAV VAYAV
1
I
+==60V +==30V E—%
13A
f \/\/\/ e \/\/\/ d
1Q 3Q
a 5Q b 2Q Io ¢ 10A d
—N\N\/ VAYAY.
I
E3
t=1wv BTt = R
3A 13
h ¢ e
8 5A f

a f
Iy

c 2Q I J

19A  f 8Q

b > 7 N\ N\ e

3
h tTE

+ == 100
1

“.[_\/\/\/ u h

8 50 A



Ejercicios tedricos
T.1.

Para el siguiente circuito, demuestre que

R, R
(s ()
R + R, R
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T.2. Para el siguiente circuito, demuestre que

R R
L=(=)1, n=(=)1
R, Ry

€
R R R
L=(—t")r=(=)1 I3=(F>I’
R, + R, R, 3
donde donde
1 1 1 1
111 — = —  —
—_— = I R R] R2 Rz
R R, R,
a I }-7 12 . a I b C d
+L, Ry R> tTE ki ke ks
I 1 I I3
! d h s 7 ¢

EX3 CADENAS DE MARKOV*

DEFINICION

Requisitos. Lectura de la seccidn 1.6, Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales;
manejo de conceptos bdsicos de probabilidad; conocimiento del concepto de limite.

Consideremos un sistema que estd, en cualquier momento dado, en uno y sélo un esta-
do entre una cantidad finita de ellos. Por ejemplo, el clima en cierta drea puede ser 1lu-
vioso o despejado; una persona puede fumar o no fumar; vamos o no vamos a la
escuela; vivimos en un drea urbana, suburbana o rural; contamos con un nivel de ingre-
sos bajo, medio o alto; compramos un automovil Chevrolet, Ford o de alguna otra mar-
ca. Al pasar el tiempo, el sistema puede pasar de un estado a otro, y supondremos que
el estado del sistema es observado a periodos fijos (digamos, cada dia, cada hora, etcé-
tera). En muchas aplicaciones conocemos el estado actual del sistema y queremos pre-
decir el que tendré en el siguiente periodo de observacion, o en cualquier otro. Con
frecuencia podemos predecir, a partir de datos histdricos, la probabilidad de que el sis-
tema esté en cierto estado particular en determinado periodo de observacién. Las apli-
caciones que analizaremos a continuacion son de este tipo.

Una cadena de Markov o proceso de Markov es aquel en el que la probabilidad de
que el sistema esté en un estado particular en un periodo de observacién dado, depen-
de solamente de su estado en el periodo de observacién inmediato anterior.

Supongamos que el sistema tiene n estados posibles. Paracadai=1,2,...,n,y
cadaj=1,2,...,n,sea tijla probabilidad de que si el sistema se encuentra en el es-

*Andrei Andreevitch Markov (1856-1922) pasé la mayor parte de su vida en San Petersburgo, ya que su pa-
dre trabajaba en el departamento ruso de silvicultura. Fue estudiante y luego profesor en la Universidad de
San Petersburgo. Politico liberal, participé en las protestas contra el régimen zarista en la primera década del
siglo XX. Aunque estaba interesado en muchos aspectos del andlisis matemadtico, su trabajo mds importante
fue contribuir a establecer las bases de la teorfa moderna de la probabilidad. Sus ideas, que darfan lugar a lo
que hoy conocemos como procesos de Markov, fueron motivadas por el deseo de dar una demostracion rigu-
rosa de la ley de los grandes niimeros, y ampliar el campo de aplicaciones de esta ley. Tales ideas fueron pu-
blicadas en una serie de articulos entre 1906 y 1912.
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EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

tado j en cierto periodo de observacion, estard en el estado i en el siguiente; lij recibe
el nombre de probabilidad de transicién. Ademds, #;; se aplica a cada periodo; es de-
cir, no cambia con el tiempo.

Como 7;; es una probabilidad, debemos tener que

O<g<1  (<ij<n.

Asimismo, si el sistema estd en el estado j en cierto periodo de observacion, entonces
debe estar en alguno de los n estados (ya que también podria permanecer en el estado
J) en el siguiente. Por lo tanto, tenemos

l1j+l2j+"'+t,1j:1. (1)

Es conveniente disponer las probabilidades de transicién como la matriz T = [#;]
de n x n, llamada matriz de transicion de la cadena de Markov. Otros nombres para
una matriz de transicién son matriz de Markov, matriz estocastica y matriz de pro-
babilidades. Como podemos ver, las entradas en cada columna de 7 son no negativas
y, de acuerdo con la ecuacion (1), suman 1.

Supongamos que el clima de cierta ciudad es lluvioso o despejado. Como resultado de un
amplio registro, se ha determinado que la probabilidad de que se dé€ un dia Iluvioso des-
pués de un dia despejado es %, y la probabilidad de que se tenga un dia lluvioso después

de otro dia lluvioso es % Sea D el estado de un dia despejado y R el de un dia Iluvioso.
Entonces, la matriz de transicion de esta cadena de Markov es

Lk :

El ejemplo 9 de la seccién 1.4 presenta una situacién similar a la del ejemplo 2,
que presentamos a continuacion.

D

el

D= N —

Una empresa dedicada a la investigacién de mercados estd analizando un gran grupo de
consumidores de café, que compran una lata de café cada semana. Se ha determinado
que 50% de las personas que actualmente utilizan la marca A, la compraran de nuevo la
préxima semana, 25% cambiard a la marca B 'y 25% preferird alguna otra. De las per-
sonas que ahora consumen la marca B, 30% la comprard otra vez la préxima semana,
60% optara por la marca A y 10% cambiard a otra. De los consumidores que actualmente
compran otra marca, 30% adquirird de nuevo otra marcala préxima semana, 40% esco-
gerd la marca A y 30% cambiard a la marca B. Los estados A, B y D representan la mar-
ca A, lamarca By otra marca, respectivamente. La probabilidad de que una persona que
consume la marca A cambie a la marca B es 0.25; la probabilidad de que una persona
que consume la marca B la siga comprando es 0.3, y asi sucesivamente. Por lo tanto, la
matriz de transicion de esta cadena de Markov es

A B D
050 060 0.40]|a
T'=1025 030 0308
025 0.10 030|D m

Ahora utilizaremos la matriz de transicion del proceso de Markov para determinar la
probabilidad de que el sistema se encuentre en cualquiera de los n estados en el futuro.
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EJEMPLO 3
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Sea
(k)
P
(k)
P
xO =7 (k > 0)
k
P
el vector de estado del proceso de Markov en el periodo de observacion k, donde p&k)
es la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado j en el periodo de obser-
vacion k. Al vector x(o), que denota el vector de estado en el periodo 0, se le llama vec-
tor de estado inicial.
El siguiente teorema, cuya demostraciéon omitimos, se demuestra utilizando con-
ceptos bdsicos de la teorfa de probabilidad.
Si T es la matriz de transicion de un proceso de Markov, el vector de estado X(k+1), en
el (k + 1)-€simo periodo de observacion, puede determinarse a partir del vector de es-
tado x* en el k-ésimo periodo de observacion, como

x*D = 7x®), 2 =n
La ecuacion (2) indica que para obtener el vector de estado en el periodo (k+1) se mul-
tiplica la matriz de transicion por el vector de estado en el periodo k.
De acuerdo con lo anterior,

XV = 7x©
x? =71xV = 7(1x) = 7%
x® = 7x? = 7(1%x©) = 73x©,
y, en general, que
x® = 17xO
Esto es, la matriz de transicion y el vector de estado inicial determinan por completo to-
dos los demads vectores de estado.

Considere de nuevo el ejemplo 1. Suponga que comenzamos nuestra observacion (dia
0) en un dia despejado, de modo que el vector de estado inicial es

@[l

Entonces, el vector de estado en el dia 1 (el dia siguiente al que comenzamos nuestras
observaciones) es

067 0.5][1_ [0.67
) — ) _ —
Yo=Ix= [0.33 0.5] [o] = [0.33} ’

donde las fracciones se han aproximado a dos decimales. Asi, la probabilidad de que no
llueva el dia 1 es 0.67, y la probabilidad de que llueva ese dia es 0.33. De manera similar,

[0.67  0.5][0.67] _[0.614]
Q) — 7x() — —
XWEIXT =033 05 _0.33} =[0.386]
o _ [067  0.5][0.614]_[0.604]
=Y 71033 0.5][0.386]7 039
@ _ pg _ [067  0.57[0.604]_[0.603]
T T 1033 0.5](0.396]70.397)
S _ g — [0.67  0.5][0.603] [0.603]
I T 1033 05](0397)7 0397
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EJEMPLO 4

A partir del cuarto dia, el vector de estado del sistema es siempre el mismo,

0.603

0.397|"
Esto significa que, a partir del cuarto dia, no llueve en 60% del tiempo, y llueve 40%
del tiempo. |

Consideremos de nuevo el ejemplo 2. Suponga que al iniciar el estudio vemos que la
marca A tiene 20% del mercado, la marca B tiene 20% del mismo y las otras marcas
tienen el 60% restante. Entonces, el vector de estado inicial x© es,

0.2
x© =10.2
0.6

El vector de estado después de la primera semana es

0.50  0.60 0.407][0.2 0.4600
xXD=7x® =1025 030 030]]02|=10.2900
025 0.10 03006 0.2500

De manera andloga,

[0.50 060 0.407] [0.4600 [0.50407]
x? =7xP =1025 030 0.30]]0.2900 |= | 0.2770
1025 010 0.30| [ 0.2500 | | 0.2190 |

[0.50 0.60 0.40] [0.5040 [0.5058]
P =71x?=1025 030 030]]0.2770 |= | 0.2748
1025 0.10 030 | 02190 | [0.2194

[0.50 0.60 0.407] [0.50587] [0.5055]
P =7x®=1025 030 0.30]]0.2748 |=10.2747
1025 010 0.30] [0.2194 | |0.2198 |

[0.50 060 0.407] [0.5055] [0.5055]
X0 =7Tx*® =1025 030 030]]02747 |=1]0.2747|.
1025 0.10  0.30] [0.2198 | |0.2198 |

En consecuencia, cuando n crece, los vectores de estado tienden al vector fijo

0.5055
0.2747
0.2198

Esto significa que, a largo plazo, la marca A tendra el control de cerca de 51% del mer-
cado, la marca B dominard mds o menos 27% del mismo y las otras marcas tendran la
predileccion del 22% restante. |

En los dos tltimos ejemplos hemos visto que los vectores de estado convergen a un
vector fijo cuando el nimero de periodos de observacion aumenta. En este caso deci-
mos que el proceso de Markov ha alcanzado el equilibrio. El vector fijo es el vector de
estado estacionario. Los procesos de Markov se utilizan por lo general para determi-
nar el comportamiento de un sistema a largo plazo; por ejemplo, la parte del mercado
que cierto fabricante espera conservar de manera mds o menos permanente. Por lo tan-
to, saber si un proceso de Markov alcanza o no el equilibrio es de particular importan-
cia. El siguiente ejemplo muestra que no todos los procesos de Markov alcanzan el
equilibrio.
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HI3V [ JHO M Sean

DEFINICION

EJEMPLO 6

DEFINICION

1
0 1 0 3
T = x0 = |
[1 0} ! 2
3
Entonces,
2 1 2 1
xD =13 x? =3 x® =3 =131 ...
1 2 1 2
3 3 3 3
Por lo tanto, los vectores de estado oscilan entre los vectores
2 1
3 3
1 Y 2|’
3 3
y no convergen a un vector fijo. [ |

Sin embargo, si pedimos que la matriz de transicién de un proceso de Markov sa-
tisfaga una propiedad razonable, obtenemos una amplia clase de procesos de Markov,
muchos de los cuales surgen en aplicaciones practicas, que realmente alcanzan el equi-
librio. A continuacion formularemos con precision estas ideas.

El vector
uj
us
u=

Un

es un vector de probabilidad siu; >0 (1 <i<n)y
uy+uy+ - +u,=1.

Los vectores

Bl= A= =
~<
O Wi Wi—

son vectores de probabilidad; los vectores

1 1
5 3
1 1
5 y 2
2 1
5 2
no son vectores de probabilidad. (;Por qué no?) [ |

Una matriz de transicién 7 de un proceso de Markov es regular si todas las entradas de
alguna potencia de T son positivas. Un proceso de Markov es regular si su matriz
de transicion es regular.
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EJEMPLO 7

TEOREMA 2.5

TEOREMA 2.6

Demostracion

En los ejemplos 1 y 2, los procesos de Markov son regulares, pues todas las entra-
das de las propias matrices de transicion son positivas.

La matriz de transicion

es regular, ya que

;o _[084 02
=lo16 08]

Establecemos ahora el siguiente teorema fundamental de los procesos de Markov
regulares; la demostracién, que omitimos, puede consultarse en el libro de Kemeny y
Snell que se cita en la bibliografia recomendada al final de la seccién.

Si T es la matriz de transicion de un proceso de Markov regular, entonces

(a) A medida que n — oo, T" tiende a una matriz

uj uy e Uy

us uy - us
A= . . s

uy, u, . e uy,

tal que todas sus columnas son idénticas.
(b) Toda columna

uj
us
u=
Un
de A es un vector de probabilidad tal que todos sus componentes son positivos. Es
decinu;>0(1 <i<n)y

u1+u2++un:1 [ |

A continuacién establecemos el siguiente resultado.

Si T es una matriz de transicion regular y A y u son como en el teorema 2.5, entonces:

(a) Para cualquier vector de probabilidad x, T"x — u conforme n — o0, de modo que
u es un vector de estado estacionario.

(b) El vector de estado estacionario u es el iinico vector de probabilidad que satisfa-
ce la ecuacion matricial Tu = u.

(a) Sea

un vector de probabilidad. Como 7" — A a medida que n — oo, tenemos

T'x — AX.
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Ahora,
R4 U U X1 upxXy +upxo + -+ upx,
U U e u | | x2 UpXy + Upxy + -+ - + Unxy
AX: =
LUn Up te Up Xn UpXy) + UpXp + -+ UyXy
[up(xy +x2+ -+ +x,) uy
ur(xy + X2+ -+ -+ xp) us
== . = . 9
Lun(Xy + X0+ -+ -+ xp) U

pues x| + x, + - - - + x, = 1. Por lo tanto, T"x — u.
(b) Como T" — A, también tenemos que T"t! 5 A. Sin embargo,

Tﬂ+1 — TT”,

de modo que 7"t - TA. En consecuencia, TA = A. Al igualar las columnas
correspondientes de esta ecuacion (utilizando el ejercicio T.9 de la seccién 1.3), te-
nemos que 7u = u. Para demostrar que u es Unico, sea v otro vector de probabili-
dad tal que Tv = v. De acuerdo con (a), T"'v — u, y como Tv = v, tenemos que
T"v = v para todo n. Por lo tanto v = u. [ |

En los ejemplos 3 y 4 obtuvimos los vectores de estado estacionario calculando las
potencias 7"x. Otra forma de calcular el vector de estado estacionario de una matriz de
transicion regular es el siguiente. Segtin (b) del teorema 2.6, podemos escribir

Tu=nu
como

Tu=1lu

(I, — Du= 0. (3)

Hemos demostrado que el sistema homogéneo (3) tiene una tnica solucién u que es un
vector de probabilidad, de modo que

up+uy+ -+ u,=1. 4)

El primer procedimiento para calcular el vector de estado estacionario u de una ma-
triz de transicion regular 7 es el siguiente.

Paso 1. Calculamos las potencias 7"x, donde x es cualquier vector de probabilidad.
Paso 2. u es el limite de las potencias T"x.

El segundo procedimiento para calcular el vector de estado estacionario u de una
matriz de transicién regular 7 es el siguiente.

Paso 1. Resolvemos el sistema homogéneo
(I,-Tu=0.

Paso 2. De la infinidad de soluciones obtenidas en el paso 1, determinamos una tni-
ca solucién u, al exigir que sus componentes satisfagan la ecuacién (4).

*Este tipo de problemas se estudiard con mayor profundidad en el capitulo 8.
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J[A\IJHO R W Consideremos la matriz del ejemplo 2. El sistema homogéneo (3) es (verifique)

0.50 —0.60 —-0.40| | u, 0
—-025 070 —030||ux|=1{0
—-0.25 —0.10 0.70 | | u3 0

La forma escalonada reducida por filas de la matriz aumentada es (verifique)

1 0 -2.30 0
0 I —-1.25 : 0
0 0 0.00 : 0
Por lo tanto, una solucion es
uy = 2.3r
up, = 1.25r
uz =r,

donde r es cualquier nimero real. Con base en la ecuacion (4), tenemos
23r+125r+r=1,
o bien,

1

= —— ~0.2198.
"7 455
Por lo tanto,
up = 0.5055
uy = 0.2747
uzy = 0.2198.
Estos resultados coinciden con los que se obtuvieron en el ejemplo 4. |

Lecturas adicionales

KEMENY, JOHN G. y J. LAURIE SNELL, Finite Markov Chains, Nueva York, Springer-Ver-
lag, 1976.

Maki, D.P. y M. THOMPSON, Mathematical Models and Applications: With Emphasis on
the Social, Life, and Management Sciences, Upper Saddle River, Nueva Jersey, Prenti-
ce Hall, 1973.

ROBERTS, FRED S., Discrete Mathematical Models with Applications to Social, Biologi-
cal, and Enviromental Problems, Upper Saddle River, Nueva Jersey, Prentice Hall,

1997.
Términos clave
Cadena de Markov (o proceso de Markov) Vector de estado
Probabilidad de transicion Vector de estado inicial
Matriz de transicién (matriz de Markov, Vector de estado estacionario

matriz estocdstica o matriz de probabilidades) Equilibrio
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2.5 Ejercicios

1.

2.

(Cudles de las siguientes pueden ser matrices de transicién
de un proceso de Markov?

02 03 0.1
(a) [g'i 8-2] ® {08 05 07
’ ' 0.0 02 02
03 04 02
©) [g'ig 8'2] @02 00 o038
’ ' 0.1 03 06

(Cudles de los siguientes son vectores de probabilidad?

1 1

1 4 5

2 0 1 2
@l ®j1| © ? (d) T
2 0 3 1

3 1 2

4 10

En los ejercicios 3 y 4, determine un valor para cada entrada
faltante, denotada por U, de modo que la matriz sea la matriz
de transicion de una cadena de Markov. En algunos casos puede
haber mds de una respuesta correcta.

3.

5.

6.

o 04 03 02 0.1 03
03 O 05 4.103 O 05
O 02 O o O O

Considere la matriz de transicion

0.7
r= [0.3

0.4
0.6|"
(a) Six© = [(1)], calcule x1, x® y x® con tres cifras

decimales.
(b) Demuestre que T es regular y encuentre su vector de
estado estacionario.

Considere la matriz de transicién

0 02 00
T=(0 03 0.3
1 0.5 0.7
(a) Si
0
x¥ =11
0

calcule x1), x® y x® con tres cifras decimales.
(b) Demuestre que 7' es regular y encuentre su vector de
estado estacionario.

(Cudles de las siguientes matrices de transicién son regulares?

. o o

(@) 2 ®lo 1 1
TR 2

2 1 0 %

I N

@]o 1+ 1 ®fs o0 o0

1 1 2 1
o0 3 O i 5 3
8. Demuestre que cada una de las siguientes matrices de tran-
sicién alcanza un estado de equilibrio.
1 04 02
@ | ® o6 08
2
1 1 1
3 2 0.3 0.1 0.4
(c) % 0 i (d) |10.2 0.4 0.0
1 0 1 0.5 0.5 0.6
L3 1
9. Sea
1
r=|z °
1
5 1

(a) Demuestre que 7 no es regular.

(b) Demuestre que 7"x — |:(1)] para cualquier vector de
probabilidad x. En consecuencia, una cadena de Mar-
kov puede tener un dnico vector de estado estacionario,
aunque su matriz de transicion no es regular.

10. Determine el vector de estado estacionario para cada una
de las siguientes matrices regulares.

@ i3 ®) [03 01

2 1 0.7 0.9
| 3 2
1 1 1
7 2 3 04 0.0 0.1

©10 % % d1]02 05 0.3

K 0 0 04 05 0.6
11. (Psicologia) Un psicélogo del comportamiento coloca to-

dos los difas una rata en una jaula con dos puertas, A y B.
La rata puede pasar por la puerta A, en cuyo caso recibird
un choque eléctrico, o por la puerta B, con lo cual obtiene
cierto alimento. Se registra la puerta por la que pasa la rata.
Al inicio del experimento, un lunes, la rata tiene la misma
probabilidad de pasar por la puerta A que por la puerta B.
Después de pasar por la puerta A y recibir una descarga
eléctrica, la probabilidad de volver a pasar por la misma
puerta al dia siguiente es 0.3. Después de pasar por la puer-
ta By recibir alimento, la probabilidad de pasar por la mis-
ma puerta al dia siguiente es 0.6.

(a) Escriba la matriz de transicion para el proceso de Markov.

(b) (Cual es la probabilidad de que la rata vuelva a pasar
por la puerta A el jueves (el tercer dia después del ini-
cio del experimento)?

(c) ¢(Cudl es el vector de estado estacionario?
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12.

(Negocios) El departamento de suscripciones de una revis-
ta envia cartas a una enorme lista de correos, invitando a
los destinatarios a suscribirse. Algunas de las personas que
recibieron la carta ya estaban suscritas, y otras no. De la
lista de correo, 60% de las personas ya suscritas se suscri-
birdn de nuevo, mientras que 25% de las no suscritas lo haran.
(a) Escriba la matriz de transicién para este proceso de
Markov.

(b) Al enviarse la dltima carta, se determiné que 40% de
quienes la recibieron ordenaron una suscripcion. ;Qué
porcentaje de las personas que reciben la carta actual
se espera que pidan una suscripcién?

RW y WW. Al cruzar cada uno de estos genotipos con un
genotipo RW, obtenemos la matriz de transicién

Flores de la planta madre

R P \'Y

ool R [0 02500
plz’;f;hfjaa P |05 050 05
W00 025 05

Suponga que cada generacién posterior se produce cruzan-
do solo con plantas del genotipo RW. ;En qué momento
alcanza el equilibrio el proceso?, ;qué porcentaje de las
plantas sera de flores rojas, rosadas o blancas?

13. (Sociologia) Un estudio ha determinado que la ocupacién , . .
I ., 15. (Transporte colectivo) Un sistema de transporte colectivo
de un nifio, cuando sea adulto, depende de la ocupacién de . . L .
) - . . entra en operacion. Las autoridades de transito han realiza-
su padre y estd dada por la siguiente matriz de transicion, . } . . .
. . do estudios que predicen el porcentaje de quienes utilizaran
donde P = profesional, F = agricultor y L = obrero. ; , o
el sistema colectivo (M) y el de las personas que seguirdn
Ocupacion del padre manejando su auto (A). Se ha obtenido la siguiente matriz
p F L de transicion:
0.8 0.3 0.2 5
Ocupacién 01 05 0o Afio actual
del hijo : : : M A
L 0.1 0.2 0.6 o M [0.7 0.2
Afo siguiente A |03 0s |
En consecuencia, la probabilidad de que el hijo de un profe- ’ ’
sional también sea un profesional es 0.8, y asf sucesivamente. Suponga que la poblacién del 4rea permanece constante y
(a) (Cudl es la probabilidad de que €l nieto de un profesio- que al principio 30% de la gente se traslada en el transporte
nal también sea un profesional? colectivo y 70% en automévil.
(b) A largo plaz'o, ¢qué proporcién de la poblacion se dedi- (a) ¢(Qué porcentaje utilizard el sistema de transporte co-
card a la agricultura? lectivo después de un afio? ;Después de dos afios?
14. (Genética) Considere una planta que puede tener flores ro- (b) ¢En el largo plazo, ;qué porcentaje empleard el sistema
jas (R), rosadas (P) o blancas (W), segun los genotipos RR, de transporte colectivo?
Ejercicio teérico
T.1. ;La transpuesta de una matriz de transicion de una cadena
de Markov, también es una matriz de transiciéon de una
cadena de Markov? Explique.
Ejercicios con MATLAB
El cdlculo de la sucesion de vectores XV, x?, ..., como en los ML.3. En MATLAB, escriba help sum y determine la accién

ejemplos 3 y 4, se puede realizar fdacilmente mediante ciertos
comandos de MATLAB. Una vez que la matriz de transicion T'y
el vector de estado inicial xX© se introducen a MATLAB, el vector
de estado del k-ésimo periodo de observacion se obtiene me-
diante el comando

ML.1.

ML.2.

Tk * x
Utilice MATLAB para verificar los cdlculos de los vecto-
res de estado del ejemplo 3, para los periodos de 1 a 5.

En el ejemplo 4, si el estado inicial se cambia por
0.1

03],
0.6

determine x©.

del comando sum en una matriz de m x n. Aplique el
comando sum para determinar cudles de las siguientes
son matrices de Markov.

O
3 3 2
1 1 1
@15 5 3
1
0 5 3
[0.5 06 07
(b) 0.3 0.2 0.3
0.1 02 00
[0.66 0.25 0.125
(© [033 025 0.625
[0.00 050  0.250
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EXA MODELOS ECONOMICOS LINEALES

EJEMPLO 1*

Requisito. Lectura de la seccion 1.7, La inversa de una matriz.

A medida que la sociedad se ha hecho cada vez més compleja, la atencién al andlisis
del comportamiento econémico también ha ido aumentando. Por muchas razones, los
problemas involucrados en dicho andlisis son més dificiles de tratar que los de las cien-
cias fisicas. Por ejemplo, podria ocurrir que no conociéramos todos los factores o va-
riables que deben considerarse, que no contdramos con todos los datos que deben
reunirse o que ignordramos cudndo se tiene suficiente informacion; también podria su-
ceder que la resolucion del problema matematico resultante fuera demasiado dificil.

En la década de los treinta del siglo xx, Wassily Leontief, profesor de economia de
la Universidad de Harvard, desarrollé uno de los primeros métodos de andlisis matema-
tico del comportamiento econémico. En 1973 recibi6 el premio Nobel de Economia por
ese trabajo. En esta seccién daremos una breve introduccién a las aplicaciones del 4l-
gebra lineal a la economia.

En gran medida, nuestro enfoque se basa en el material de los libros de Gale y de
Johnston, Price y van Vleck, citados en las lecturas adicionales; el lector puede consul-
tar estos libros para conocer el tema con mas amplitud.

MODELO CERRADO DE LEONTIEF

Considere una sociedad sencilla, formada por un agricultor, un carpintero y un sastre.
Cada uno produce un bien: el agricultor produce los alimentos, el carpintero construye
las casas, y el sastre fabrica la ropa. Por conveniencia, hemos elegido nuestras unidades
de modo que cada individuo produce una unidad de cada articulo durante el afio. Su-
ponga que durante un afio, la parte de cada articulo que consume cada individuo estd
dada en la tabla 2.1.

Tabla 2.1
Bienes Bienes producidos por:
consumidos por: Agricultor | Carpintero Sastre
Agricultor % % %
Carpintero Z ! -
Sastre % % %

De acuerdo con lo anterior, el agricultor consume 17—6 de su propio producto, mientras

que el carpintero consume 15—6 del producto del agricultor, el carpintero consume 15—6 de
la ropa hecha por el sastre, etcétera. Sea p; el precio por unidad de alimento, p, el pre-
cio por unidad de habitacién y ps el precio por unidad de vestido. Suponemos que ca-
da uno de ellos paga el mismo precio por un articulo, de manera que el agricultor paga
el mismo precio por su alimento que el sastre y el carpintero, aunque €l lo haya produ-
cido. Nos interesa determinar los precios py, p, y p3 de modo que haya un estado de
equilibrio, el cual definimos como: nadie gana o pierde dinero.
Los gastos del agricultor son

116171+%P2+%P3,

*Este ejemplo se cita en 1a obra de Johnston, Price y van Vleck que se indica en las lecturas adicionales. Tam-
bién Gale presenta el modelo general para este ejemplo.
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EJEMPLO 2

mientras que su ingreso es pj, pues €l produce una unidad de alimento. Como los gas-
tos deben igualar al ingreso, tenemos

%P1+%P2+%P3=P1. (D

De manera andloga, en el caso del carpintero tenemos

%P1+%P2+%P3=P2, 2
y en el del sastre tenemos
Ypi+ipttps=ps. 3)
Las ecuaciones (1), (2) y (3) se pueden escribir en notacién matricial como
Ap =p, “)
donde
7 1 3
16 2 16 D1
I 1 5 _
A= 16 5 TAE P=|P2
11 1 P3
4 3 2

Podemos rescribir la ecuacién (4) como
(I,-A)p=0 )]

que es un sistema homogéneo.

Nuestro problema consiste en determinar una solucién p para (5), cuyos compo-
nentes p; sean no negativos, con al menos un p; positivo, pues p = 0 significaria que to-
dos los precios son nulos, lo cual carece de sentido.

Al resolver (5), obtenemos (verifique)

donde r es cualquier nimero real. Si r es un ndmero positivo, determinamos los precios
relativos de los articulos. Por ejemplo, si r = 1000, vemos que cada unidad de alimen-
to cuesta $4,000, cada unidad de habitacién cuesta $3,000 y cada unidad de vestido
cuesta $4,000. [ ]

(Modelo de intercambio) Consideremos ahora el problema general en el que tenemos
n fabricantes, My, M, . .., M,, y n articulos, Gy, G», . . . G,,, donde M; sélo fabrica G;.
Consideremos un intervalo fijo, digamos un afio, y supongamos que M; s6lo fabrica una
unidad de G; durante dicho periodo.

Al producir el articulo Gy, el fabricante M; puede consumir ciertas cantidades de los
articulos Gy, Ga, . . ., G;, . .., G,. Por ejemplo, el hierro, junto con otros ingredientes,
sirve para fabricar acero. Sea a;; la cantidad del articulo G; consumida por el fabrican-
te M,. Entonces,

0<a;=<1

Supongamos que el modelo es cerrado, es decir, ningtn articulo entra o sale del siste-
ma. Esto significa que el consumo total de cada articulo debe ser igual a su produccion
total. Como la produccién total de G]- es 1, tenemos

a1j+a2j+---+anj=1 (I <j=n).
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Si el precio unitario de Gy es py, entonces el fabricante M; paga
appy + appy+ - -+ ainpy (6)

por los articulos que usa.

Nuestro problema consiste en determinar los precios py, po, - . . , P, de modo que
ningtn fabricante gane o pierda dinero, es decir, logrando que el ingreso de cada fabri-
cante sea igual a sus gastos. Como M; sélo fabrica una unidad, sus ingresos son iguales
a p;. En consecuencia, de acuerdo con la ecuacion (6), tenemos

aypr +app +--- 4+ ayppn = pi
apr+anpy+---+ aupn = p2

anip1 + app2 + -+ A Pn = P>

que puede escribirse en forma matricial como

Ap = p, (7)
donde
P1
P2
A=laylyp=
Pn

Podemos rescribir la ecuacion (7) como
I, —A)p=0. (®)
Por lo tanto, nuestro problema consiste en determinar un vector
p=0,

con al menos un componente positivo y que satisfaga la ecuacion (8). [ |

Una matriz A = [a;] de n X n es una matriz de intercambio si satisface las dos pro-
piedades siguientes:

(@) a;; > 0 (cada entrada es no negativa).

(b) ajtay+---+ay= I,paraj=1,2,...,n (las entradas de cada columna su-
man 1).

La matriz A del ejemplo 1 es una matriz de intercambio, al igual que la matriz A del
ejemplo 2. [ ]

Nuestro problema general se puede enunciar como sigue: dada una matriz de inter-
cambio A, determinar un vector p > 0, con al menos un componente positivo, que sa-
tisfaga la ecuacién (8). Puede demostrarse que este problema siempre tiene solucién
(vea la pagina 264 del libro de Gale que se cita en las lecturas adicionales).

En nuestro problema general hemos pedido que el ingreso de cada fabricante sea
igual a sus gastos, pero también podriamos pedir que los gastos de cada fabricante no
sean mayores que su ingreso. Esto haria que

Ap<p &)
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EJEMPLO 4

en lugar de Ap = p. Sin embargo, puede demostrarse (ejercicio T.1) que si se cumple
la ecuacion (9), se cumplird también la ecuacién (7). De esta manera, si ningin fabri-
cante gasta mas de lo que gana, el ingreso de cada uno de ellos serd igual a sus gastos.
Una interpretacién econdmica de esta afirmacion es que, en el modelo cerrado de Leon-
tief, si algin fabricante estd logrando ganancias, al menos un fabricante esta sufriendo
pérdidas.

UN MODELO DE COMERCIO INTERNACIONAL

Suponga que n paises, Cy, C», . . . , C,, comercian entre si y utilizan la misma moneda. Su-
pongamos que los precios estdn fijos durante este andlisis y que el ingreso de Cj, que
denotamos mediante y;, proviene en su totalidad de la venta de sus productos, ya sea en
el mercado interno o a los demds paises. Supongamos también que la parte de su ingre-
so que C; gasta en importaciones de C; es un nimero fijo a;;, que no depende del ingreso
y; de C;. Como las a;; son parte de y;, tenemos que

i

a,-jZO

a1j+a2j+~~-—|—anj:1,

de modo que A = [a;;] es una matriz de intercambio. Ahora queremos determinar el in-
greso total y; de cada pais C;. Como el valor de las exportaciones de C; a Cj es a;; yj, €l
ingreso total de C; es

apyir+apy: + -+ apyy
Por lo tanto, debemos tener
aiyr+apy2+ -+ inyp =i

En notacién matricial, debemos determinar

M1
y2
p=|.|=0
Yn
con al menos una y; > 0, de modo que
Ap =P,
que era nuestro problema anterior. |

EL MODELO ABIERTO DE LEONTIEF

Suponga que tenemos n articulos, Gy, Go, . . ., G,, y n actividades, M|, M, . .., M,,. Su-
ponga que cada actividad M; produce sélo un articulo G; y que G; es producido s6lo por
M;. Sea c;; > 0 el valor monetario de G; que debe consumirse para producir una canti-
dad de G;j con valor de un délar. La matriz C = [c;j] es la matriz de consumo. Obser-
ve que c; puede ser positivo, lo cual significa que podriamos necesitar cierta cantidad
de G; para producir una cantidad de G; con valor de un dodlar.

Sea x; el valor en délares de la cantidad de G; producida en un periodo fijo, diga-
mos, un afio. El vector

X1
X2

x=|"]  w=0 (10)

xﬂ
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es el vector de produccién. La expresion
CiiX1 + CpXp + - -+ Cin Xy

es el valor total de la parte consumida del producto G;, determinada por el vector de
produccién para elaborar una cantidad de G con valor de x; ddlares, una cantidad
de G, con valor de x, ddlares, etcétera. Observe que la expresién dada por la ecuacién
(10) es la i-ésima entrada del producto matricial Cx. La diferencia entre el valor en d6-
lares de la cantidad producida de G; y el valor total en dé6lares de la cantidad consumi-
da de G;,

X — (citXt + cpxXp + -+ - + CinXy), (1D

es la produccion neta.
Observe que la expresion en la ecuacion (11) es la i-€sima entrada de

x—Cx=(,— Ox

Ahora sea d; el valor en ddlares de la demanda externa de G;, y sea

dy
d=| . (di = 0)
dy
el vector de demanda.
Nuestro problema se puede enunciar de la manera siguiente: dado un vector de
demanda d > 0, jes posible determinar un vector de produccién x tal que la demanda

externa d se satisfaga sin un superdvit? Es decir, ;es posible determinar un vector x > 0
que satisfaga la siguiente ecuacién?

(I, — Ox=d. (12)

Sea

WY =
Wl— l—

una matriz de consumo. Entonces

1 0
b_czb 1]_

La ecuacién (12) se transforma en

W A=
W= N
Wi AW
WIN =

W W

de modo que

1
= =
N =
S
I
|
WY &~
|
W NI—
1
S
[\
|
Il
N
[STN-EER V)

yaque d; > 0y d, > 0. En consecuencia, podemos obtener un vector de produccién pa-
ra cualquier vector de demanda dado. [ |
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EJEMPLO 6

DEFINICION

EJEMPLO 7

En general, si (I, — C)_1 existe y es > 0, entonces x = (I, — C)_ld > () es un vec-
tor de produccién para cualquier vector de demanda dado. Sin embargo, para una ma-
triz de consumo dada, la ecuacién (12) podria no tener solucion.

Considere la matriz de consumo

a

Il
= NI—=
Bl =

Entonces

12—C=

[STE ST
ENETI

1|2 —4
(12 - C) - |:_4 41|
de modo que

x=(0—0C)"d

no es un vector de produccion si d # 0, pues todos sus componentes son negativos; por
lo tanto, el problema no tiene solucién. Si d = 0, si tenemos una solucidn, a saber,
x = 0, lo cual significa que si no hay demanda externa, no hay produccién alguna. W

Una matriz de consumo C de n x n es productiva si (I, — €)' existe e (I, — C)~' > 0.
Es decir, C es productiva si (Z, — C) es no singular y todas las entradas de (I, — C)_1
son no negativas. En este caso, el modelo también se llama productivo.

De acuerdo con lo anterior, si C es productiva, entonces para cualquier vector de
demanda d > 0, la ecuacién

(I, —Ox=d
tiene una Unica solucién, x > 0.
Considere la matriz de consumo
1 1
c=12 3
1 1
i 3
Entonces
1
L-C)=| ? 3
(I ) 1 N E
1 3
e
2 1
(L-CO)'=4]% °
1 1
1 2

En consecuencia, C es productiva. Si d > 0 es un vector de demanda, la ecuacién
(I, — O)x = d tiene la solucidn tnica x = (I,, — C)*ld > 0. |
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Algunos textos mas avanzados (como el libro de Johnston citado en las lecturas
adicionales, pagina 251) demuestran los criterios para decidir si una matriz de consu-
mo dada es productiva.

GALE, DAVID, The Theory of Linear Economic Models, Nueva York, McGraw-Hill
Book Company, 1960.

JoHsTON, B., G. PrRICE y E.S. VAN VLECK, Linear Equations and Matrices, Reading,
Massachusetts: Addison-Wesley Publishing Co., Inc., 1966.

Términos clave

Modelo cerrado de Leontief

Modelo de intercambio

Matriz de intercambio
Modelo de comercio internacional

Modelo abierto de Leontief
Matriz de consumo
Vector de produccién

Produccién neta

Vector de demanda
Matriz productiva
Modelo productivo

2.6 Ejercicios

1. ;Cudles de las siguientes son matrices de intercambio?

3

;o0 1 AR
@]z 1 0 ® 13 3 3
L -1 o [0 1 o
1 2 17] B 1 57]
375 3 S
© |2 E : @ ]lo 1 :
0 1 0] K 1 0]

En los ejercicios 2 a 4, determine un vector p > 0, con al menos
un componente positivo, que satisfaga la ecuacion (8) para la

matriz de intercambio dada.

5003 0 ;13
2.0+ 0 i .00 0
I N 1 0 3
o , .

s 5 0

e 3 Ol

. Considere la economia simple del ejemplo 1. Suponga que
el agricultor consume % del alimento, 1 de la habitacién
y % del vestido; que el carpintero consume 2 del alimen-
to, 1 de la habitacién y % del vestido; y que el sastre con-
sume é del alimento, % de la habitacién y nada del
vestido. Determine la matriz de intercambio A para este
problema y un vector p > 0, con al menos un componente
positivo, que satisfaga la ecuacién (8).

. Considere el modelo de comercio internacional formado por
tres paises, Cy, C, y C3. Suponga que la fraccion del ingreso

de C; que gasta en importaciones de C; es 1, de C, esl2

y de Czes %; que la fraccion del ingreso de C, que gasta en
importaciones de C, es 2, de C; es 15 y de C3es 2; que la
fraccion del ingreso de C5 que gasta en importaciones de C
es 12, de C; es 12 y de Cj5 es 0. Determine el ingreso de cada
pais.

En los ejercicios del 7 al 10, determine cudles matrices son pro-

ductivas.
1 1 ] B 2
2 1
7. 10 3 0 8 |2 0 0
|1 0 2] o
B 1 17] B 1 1
0 3 3 0 5 3
1 1 1 1
9. |3 0 3 10. | ; 0 5
1 1 1 2
Lz 5 0l s 5 0
11. Suponga que la matriz de consumo para el modelo de pro-

12.

duccion lineal es

[STE ST
e S

(a) Determine el vector de produccion para el vector de

demanda [;] .

(b) Determine el vector de produccion para el vector de

demanda [(2)] .

Un pequeflo pueblo tiene tres industrias primarias: una mina
de cobre, un ferrocarril y una planta de energia eléctrica.
Para producir $1 de cobre, la mina gasta $0.20 de cobre,
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$0.10 de transporte y $0.20 de energia eléctrica. Para pro- ponga que durante el afio hay una demanda externa de 1.2
porcionar $1 de transporte, el ferrocarril requiere $0.10 de millones de ddlares de cobre, 0.8 millones de délares de
cobre, $0.10 de transporte y $0.40 de energia eléctrica. Para transporte y 1.5 millones de ddlares por concepto de energia
producir $1 de energia eléctrica, la planta destina $0.20 de eléctrica. ;Cudnto debe producir cada industria para satisfa-
cobre, $0.20 de transporte y $0.30 de energia eléctrica. Su- cer las demandas?

Ejercicios tedricos

T.1. En el modelo de intercambio (ejemplos 1 o 2), de-
muestre que Ap < p implica que Ap = p.

EX INTRODUCCION A WAVELETS (ONDELETAS U ONDITAS)

Requisito. Lectura de la seccion 1.7, La inversa de una matriz.

La capacidad de transmitir energia fue uno de los cambios mds importantes que se die-
ron en el siglo x1x. En el siglo xx ocurrié otra revolucién —que contintia hasta nues-
tros dias— de similar envergadura: la capacidad para transmitir informacién. Una vez
que se tuvo la infraestructura para transmitir datos, la creciente necesidad de informa-
cién por parte de los gobiernos y las entidades comerciales exigio que se resolviese c6-
mo transmitir rdpidamente lo esencial del conjunto de datos, de modo que pudiera ser
reconstruido para recuperar de manera confiable la informacién original. Para lograrlo
se han desarrollado diversos esquemas que transforman el conjunto de datos original,
lo comprimen, lo transmiten y recuperan aproximaciones a la informacién de origen.
Ejemplos de tales esquemas son el cédigo Morse, los codificadores de muchas clases
(incluyendo claves publicas de encriptacion), las sefiales de radio, television y microon-
das, asi como los métodos que emplean técnicas privadas de codificacion digital.

Una técnica de codificacion digital muy conocida y disponible comercialmente, es
la desarrollada por el Grupo Unido de Expertos en Fotografia (JPEG, por sus siglas en
inglés) para imdgenes digitales. El esquema JPEG2000 emplea wavelets (ondeletas),
una tecnologia de compresion que codifica imdgenes en una cadena continua. Esta nueva
técnica permitird la creacion de archivos de datos 20% mds pequeios, la descarga mds
rdpida de informacién y posibilita seleccionar el tamafio de una imagen sin crear un ar-
chivo separado. El tema matematico de las wavelets ha recibido gran atencién debido a
su versatilidad para adaptarse a una mirfada de aplicaciones, incluyendo la compresién
de datos para su transmision eficiente, y la aproximacion precisa de informacion, proce-
samiento de imdgenes (tal como archivos dactilograficos de la Oficina Federal de Inves-
tigacion de Estados Unidos, FBI), procesamiento de sefiales (como restauracion de
registros), sismologia y en la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales.

Asf, las wavelets han sido objeto de investigacién continua desde la década pasa-
da, y su uso contintia adaptandose a un creciente nimero de dreas cientificas y de inge-
nierfa.

En esta seccion nos proponemos demostrar como los conceptos comunes de matri-
ces pueden utilizarse para revelar la naturaleza bdsica de las wavelets. Mostraremos de
qué manera la informacién digital se transforma, permitiendo omitir parte de la misma
(proceso conocido como compresion) y luego se transmite para que los datos recibidos
puedan reconstruirse como una aproximacion certera de la informacién original. La
economia se presenta cuando existe una reduccién significativa en la cantidad de infor-
macién que se transmite. Por lo tanto, los esquemas de transformacién y compresion,
junto con el proceso de reconstruccion, deben disefiarse con esta clase de economia en
mente. En la figura 2.22 se representa graficamente este escenario.
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Figura 2.22 »
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EJEMPLO 1 En cada una de las columnas de la tabla 2.2 se muestra una representacién de un délar-

como combinacién de las monedas indicadas. La entrada en un fila indica el nimero de
monedas del tipo correspondiente a dicha fila. Los detalles de la informacién acerca
de cualquiera de estas cinco maneras de representar un délar podrian transmitirse en-
viando la cadena de seis nimeros correspondiente a una columna. Sin embargo, varias
de estas representaciones pueden comprimirse de modo que se envian menos de seis nu-
meros, pero la informacién transmitida permite reconstruir de manera exacta la infor-
macién original. La informaciéon de la primera columna, [0 0 4 0 O O]T, se
puede comprimir a [4 317, lo cual significaria cuatro monedas del tercer tipo (mone-
das de $0.25). De manera andloga, la segunda columna, [0 0 2 5 0 0] T, puede
comprimirse a [2 5 3 4], lo cual significaria dos monedas de $0.25 y cinco
de $0.10. (Observe que las primeras dos entradas proporcionan el nimero de monedas,
y las segundas dos entradas la posicion en la lista de los tipos de monedas.) Aunque no
todas las columnas de la tabla 2.2 pueden comprimirse de manera tan sencilla, en el
caso de conjuntos grandes de datos en los que aparece una gran cantidad de ceros
(tales datos se denominan esparcidos, dispersos o poco densos), una compresion
puede ser tan sencilla como enviar un digito distinto de cero y su posicion en la cadena

de informacién. [ |
Tabla 2.2
Moneda de un délar 0 0 0 0 0
$0.50 0 0 1 0 1
$0.25 4 2 1 0 1
$0.10 0 5 1 0 1
$0.05 0 0 0 1 1
$0.01 0 0 15 95 10

Otro dmbito en donde la compresién de informacion resulta util, es en el de las
imdgenes, ya que suele implicar la transmision de grandes cantidades de datos. Los
avances continuos en calculadoras y computadoras han puesto a disposicion del usua-
rio sencillos dispositivos para mostrar funciones matematicas a través de graficas.
Cuando la funcidn f'se grafica, por medio de un procedimiento comiin se genera un con-
junto de valores de x igualmente espaciados, y se calcula el valor de la funcién en cada
uno de tales valores. Luego se despliega la grifica de f mostrando los puntos (x, f(x))
conectados por segmentos de recta, 0 quizd por arcos, para presentar una curva suave.
Si el espaciado entre los valores de x es grande, la gréfica tal vez se veria dentada, en
lugar de mostrar un trazo suave. En el caso de imdgenes de alta calidad, podria necesi-
tarse un espaciado muy pequefio, por lo que el conjunto de datos originales {(x, f(x))}
tendria que ser muy grande. Las imdgenes graficas y las fotografias digitales estan for-
madas de cientos o miles de pequefios puntos. Una descripcion matemadtica de tal imagen
proporciona la posicién de cada punto y un cédigo que denota un color o la escala de
grises que corresponde al punto. El conjunto de datos resultante es muy grande, inclu-
so tratdndose de imdgenes pequefias.
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EJEMPLO 2

La transmision de las grandes cantidades de datos necesarias para la representacion
de imdgenes es una preocupacién real, y puede causar retraso en una red de compu-
tadoras. Para evitar dificultades de este tipo, una posible solucién es el uso de esque-
mas de “transformacion + compresiéon” que reducen la cantidad de datos que se
necesita transmitir, junto con métodos que utilizan los datos transmitidos para construir
buenas aproximaciones a la imagen original. Por transformacién damos a entender al-
gln proceso que toma los datos digitales originales, o brutos, y produce un conjunto de
informacién equivalente utilizando, muchas veces, algtn tratamiento algebraico. Ideal-
mente, los datos transformados deben reflejar las cualidades intrinsecas de la informa-
cion contenida en ellos. Por compresion nos referimos a un esquema que reduce la
cantidad general de datos que se necesita transmitir, de modo que pueda reconstruirse
una buena aproximacion de la imagen original. A veces los pasos de la transformacién
y la compresién se realizan de forma simultdnea.

Los procesos de transformacién y compresion se ilustran por medio de la grafica
de una funcién f evaluada en puntos igualmente espaciados. En el caso de una cadena
o vector de datos de coordenadas y de un conjunto de puntos en la gréifica de la funcion f,
desarrollamos un conjunto equivalente de datos usando las operaciones de prome-
diar y diferenciar; éste es el paso de transformacién. El conjunto equivalente de datos
que resulta contiene toda la informacion del conjunto original. Una caracteristica de
esta forma equivalente del conjunto de datos es que puede comprimirse con mayor
facilidad;” éste es el paso de compresién. El conjunto de datos comprimidos pierde
parte de la informacién original, pero en muchos casos se puede reconstruir una buena
aproximacion a partir de este conjunto mds pequefio de datos; éstos son los pasos de
transmision y reconstruccion. A continuaciéon demostraremos cdmo utilizar la multipli-
cacion de matrices para realizar el paso de transformacion, y como utilizar las propie-
dades algebraicas para verificar que obtenemos un conjunto equivalente de datos.

(Calculo de promedios por medio de multiplicacién matricial)

(a) Para el vector |:Z:| calculamos el promedio de las entradas usando el siguiente pro-

ducto de fila por columna

[1 1}[a]_|:a+b:|
2 2]|b 2 1
(b) A continuacién se desarrolla el caso para cuatro valores, en donde queremos pro-

mediar pares sucesivos de valores (accion denominada promedio por pares). Pa-
ra los datos iniciales

Lo

necesitamos que el resultado de la multiplicacién de matrices sea

a+b
2

c+d
2

*Un esquema de compresion sencillo consiste en eliminar un dato si y otro no, pero existen técnicas que pier-
den menos informacién aprovechando la ventaja de regiones en las que una funcién no cambia demasiado.
El uso de promediar y difer